MATEMATIKA
Pitagorine' trojke i Fibonaccijevi’> brojevi

Sefket Arslanagié?, Alija Muminagic¢*

U ovom c¢lanku éemo pokazati kakvu vezu imaju Fibonaccijevi brojevi i Pitagorine
trojke brojeva. Najprije, podsjetimo se.

1. Najjednostavnija kvadratna diofantska jednadzba je Pitagorina jednadzba
a* +b* =2 (1)
Prirodne brojeve (a, b, ¢) koji su rjeSenja jednadzbe (1) nazivamo Pitagorinim trojkama.
Opce rjeSenje jednadzbe (1) moZe se napisati u obliku
(a,b,¢) = (m* — n®,2mn,m* 4+ n®), 2)
gdje su m 1 n relativno prosti prirodni brojevi takvi da je jedan od njih paran, drugi
neparani m > n.

2. Fibonaccijev niz (F,) zadan je rekurzivnom relacijom
Fi=1, Fo=1, Fpo=Fp1+Fn n>l (3)
To je dakle niz dan u donjoj tablici:

n 12314567 |89 |10]|11] 12| 13 | 14 | 15
F, |1]1]2[3|5(8|13|21|34|55]|89| 144|233 ]|377|610

Napravimo sada novu tablicu na sljedec¢i nac¢in: Uzmimo da su m i n uzastopni
Fibonaccijevi brojevi i napiSimo odgovarajuée Pitagorine trojke.

m | n a b c

2 1 3 4 5

3 2 5 12 13
5 3 16 | 30 | 34
8 5 39 80 89
13| 8 105 | 208 | 233
21 | 13 272 | 546 | 610

Pazljivim promatranjem ovih tablica, uoavamo da su u koloni ispod ¢ u drugoj
tablici neki Fibonaccijevi brojevi. Preciznije, to su pofev od 5 Fibonaccijevi brojevi
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neparnog indeksa i osim toga je:

224+ 12=5, . FI+F;=F;s
32422 =13, . Fi+Fi=F
52 432 =34, . F2+Fi=Fy
Nasluéujemo da vrijedi
Fiyi+ Fy = Fauy, 4

odnosno: Fibonaccijev broj neparnog indeksa jednak je zbroju kvadrata dva uzastopna
Fibonaccijeva broja.

Da bismo dokazali tvrdnju (4), prethodno éemo dokazati da vrijedi jednakost:
Fm+n: mfl'Fn+Fm'Fn+17 (m>1) (5)

Jednakost (5) se najceSce (i najlakSe) dokazuje pomocu principa matematicke indukcije
ili se primjenjuje kombinatorni dokaz. Rjede nailazimo na dokaz koji slijedi.

Dokaz. Poznat je Binetov® obrazac za izracunavanje n-tog Fibonaccijevog broja:

[ (55)

Fn:ﬁ
1+v5 . . 1-V5,
;B

(o" = B"). (6)

ili stavljajudi da je o0 =

Uocimo da je
a+pf=1 1 a-f=-1. (7

Napomena 1. Obrazac (6) moZemo takoder dokazati na razliCite nacine, a dokaz
prepustamo citaocima (metoda matemati¢ke indukcije ili rijeSavanjem karakteristicne
jednadZbe rekurzivnog obrasca (3) ili tako da se odredi funkcija izvodnica za niz (F,)
Fibonaccijevih brojeva i pomocu toga izra¢una F),).

Sada, zbog (6), imamo:
mel'Fn“i’Fm'FnJrl

1 m— m— 1 n n 1 m m 1
%(0‘ '-B 1)'75(06 -+ —= (a *ﬂ)'7§

n+1 _ pn+l
NG (a B")

1
— g [(amfl _ ﬁmfl) (an _ ﬁn) + (am _ ﬁm) (an+1 _ ﬁnJrl)]

l (am+n—l7aan—l7am—an+Bm+n—l+am+n+l7amBn+lian+1Bm+ﬂm+n+l)
[a odavde zbog (7)
o .Bm—l _ (7B—l)" . ﬂm—l _ (71)71 'Bm—n—l

9,1

1 sli¢no:
amfl.ﬂn — (71)n'ocm7nfl7 amBnJrl P (71)n.am7n71, anJrl'Bm P (71)H'Bm7nfl]

5 Jacques Phillipe Marie Binet (1786.-1856.), francuski matemati¢ar i astronom.
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1
— (aernfl _ (_l)n . ﬁmfnfl _ (_l)n . OCmfnfl + ﬁm+n71 =+ am+n+1

5
+ (_l)n . am—n—l =+ (_l)n . ﬁm_n_l + ﬁm+n+1)
1
— _ OCm+n—l m+n—1 am+n+l m+n+1
s ( +B + + gt
[a odavde zbog ot - B = —1,tj. o =B i B=—a"'te o — B =+/5]
1 1
= _(a— am+n7 m+n :_aerni m+n :an.
5 (0 B) (0" = ") = = (@ = ) = Fone
Uvrstimo 1i sada u obrazac (5) m = n + 1, dobijemo
Foni1 = Fa+Fapy,
Sto predstavlja obrazac (4) koji je trebalo dokazati.
Napomena 2. UvrStavanjem m = n u obrazac (5), dobijemo:
F2n: n—1 'Fn+Fn'Fn+1 :Fn(Fn—l +Fn+1)

3
D (Foir = Fot) (Fact + Fant) = F2y — Fiys (n>2).

Napomena 3. Bilo bi interesantno utvrditi da li postoji neka veza izmedu
Fibonaccijevih i trokutastih brojeva.

Da ponovimo trokutasti brojevi su:

1, 3(=1+42), 6(=142+4+3), 10(=14+2+3+4+4), 15(=14+2+3+4+53),
21(=142+34+44+546), 28(=14+243+4+5+6+7),

36(=1+2+3+44+54+6+7+8), 45(=14+2+3+4+54+64+7+8+9),

55(:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10),...
Dakle, imamo

1-2
lelzT,
2.3
Ty=1+2=3="",
3.4
Ti=1+2+3=6="12,
4.5

-6
T5:1+2+3+4+5:15:T

1
To—1+2+34. +tn="00FD
2
1
Sto znaci da je svaki broj koji se moZe napisati u obliku % trokutasti.
Uoc¢avamo ovdje da je
1-2 2-3 6-7
Fi=Fy=1=—"=T, Fi=3="2=T, F=2=— =T,
10-11

Tio=55= = Flo, ....

2
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