Endre Szemerédi — Abelov laureat za 2012. godinu i

Darko Veljan'

Uvod

Na svecanoj dodjeli Abelove nagrade 22. svibnja 2012.
godine u Oslu, norveski ju je kralj Harald za 2012.
godinu dodijelio madarsko-americkom matemati¢aru Endre
Szemerédiju, ¢lanu Insttuta za matematiku “Alfred Rényi”
iz Budimpeste i profesora odsjeka za racunarstvo, odnosno
izvorno na Department of Computer Science, Rutgers
University, New Jersey, SAD.

Endre Szemerédi je Abelovu nagradu dobio za svoje
temeljne i trajne doprinose u diskretnoj matematici i
teorijskom raCunarstvu, kao i za zasluge zbog velikog
znacaja koji su njegovi radovi ostavili u aditivnoj teoriji
brojeva i teoriji ergodicnosti. (O Abelovoj nagradi vidi
¢lanak D. Veljan, John Milnor — dobitnik Abelove nagrade
za 2011. godinu, MFL 62, br. 3 (2011./12.), 172-176, i
literaturu u tom ¢lanku).

Diskretna matematika, kombinatorika i teorija grafova

Pokusajmo prvo ukratko opisati glavno podrucje djelovanja prof. Szemerédija.

Diskretna matematika kao jedna od temeljnih grana matematike prvenstveno proucava
diskretne strukture.

Za razliku od neprekidnih struktura (npr., realnih i kompleksnih brojeva R i C i
matematicke analize na njima, te geometrije i topologije), diskretne strukture su skupovi

! Redoviti profesor u mirovini na Matemati¢kom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu;
e-posta: darko.veljan@gmail.com
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na kojima razlikujemo svaku tocku od njenih susjeda (a razlikujemo i same susjede).
Primjerice, susjedne tocke od nule u skupu Z cijelih brojeva su —1 i +1. Stoga skup Z
(zajedno s pripadnim aksiomima) ¢ini jednu diskretnu strukturu. Sli¢no je i skup Z x Z
— reSetka parova cijelih brojeva (x,y) — takoder diskretna struktura (kao i svaki njezin
podskup), jer oko svake tocke (x,y) imamo Cetiri susjeda. Dakako, svaki je konacan
skup takoder diskretan. U stvari, oko svake tocke diskretnog skupa u nekom prostoru,
postoji okolina u kojoj nema drugih toc¢aka tog skupa.

U citavom korpusu diskretne matematike posebno je vaZzan dio koji se zove
kombinatorika. Tipi¢na (srednjoSkolska) pitanja u kombinatorici su pitanja prebrojavanja.
Evo par primjera. Na koliko se nacina elementi kona¢nog skupa [n] = {1,2,...,n}
mogu poredati u niz? (Odg. n! =1-2-...-n.) Ili, koliko ima k-¢lanih podskupova
u n-¢lanom skupu [n]? (Odg. (Z) = n!/k!(n — k)!.) Koliko ima funkcija, a koliko
injekcija, i koliko surjekcija iz jednog u drugi konaéni skup? (Odg. funkcija [k] — [n]
ima n*, od toga injekcija ima n(n —1)...(n —k + 1), a surjekcija [n] — [k] ima
k!S(n,k).) Na koliko se naCina skup [n] moZe rastaviti u k blokova (nepraznih
disjunktnih podskupova)? (Odg. S(n,k) — Stirlingov broj druge vrste.)

U kombinatorici i uopée u diskretnoj matematici, jedna od uvijek vru¢ih tema
su rekurzije. Primjerice, poznata Pascalova formula (n—]t 1) = (Z) + (kﬁ 1)
je rekurzija iz koje moZemo postupno izraCunavati binomne koeficijente pocevsi od
pocetnih vrijednosti (8) = ((1)) = (i) =11 (Z) =0 za k > n. Sli¢no, za
Stirlingove brojeve druge vrste vrijedi rekurzija S(n + 1,k) = kS(n, k) + S(n,k — 1), uz
pocetne uvjete S(0,0) =1, S(n,0) = S(0,n) =0, za n> 0.

Drugo vaZno podrucje diskretne matematike je teorija grafova. Graf je naprosto
neki (konacan) skup tocaka — vrhova i nekoliko njihovih spojnica — bridova. Dva vrha
spojena bridom zovu se susjedni. Stupanj vrha je broj njegovih susjeda. Na primjer, graf
prijateljstava medu 30 ljudi (recimo, ucenika nekog razreda) sastoji se od 30 vrhova,
a bridom su spojene dvije toc¢ke koje predstavljaju parove prijatelja. Kocku moZemo
shvatiti kao graf s 8 vrhova (svaki stupnja 3) i 12 bridova (a kocku dimenzije n kao
graf s 2" vrhova i n-2""! bridova, svaki vrh je stupnja n). U potpunom grafu od n
vrhova, svaka su dva vrha spojena bridom. To je kao n-terokut sa svim dijagonalama.

Grafovima se mogu modelirati i simulirati mnoge prirodne i druge aktivnosti i situacije,
pa se tako teorija grafova kao Cista teorijsko-matematicka disciplina primjenjuje ne samo
u matematici (recimo u teoriji kodiranja), te u racunarstvu i informatici, nego i
injZenjerstvu, ekonomiji, medicini, prirodnim znanostima (fizika, kemija, biologija,..) pa
i u drustvenim znanostima i lingvistici i drugdje. (Zadatak za citatelje. Pomocu grafova
dokazite tzv. lemu o rukovanju: na svakom “tulumu” broj ljudi koji su se rukovali s
neparnim brojem drugih je paran broj. Uputa. Promotrite zbroj stupnjeva svih vrhova
grafa rukovanja.)

Evo i jedne konkretne primjene grafova u racunarstvu, a odnosi se na paralelno
ra¢unanje. Podsjetimo se prvo (ili podu¢imo one koji ne znaju) da se Fibonaccijevi
brojevi definiraju rekurzijom F(n+ 1) = F(n) + F(n — 1), uz pocetne uvjete F(0) =0
i F(1) = 1. Tako je npr. F(6) =8, F(7) =13, a F(8) = 21. Fibonaccijeva kocka je
graf koji ima Fibonaccijev broj vrhova i temeljna je tvorevina za topologiju mreze po
kojoj se odvijaju paralelna racunanja.

Postoje naizgled i vrlo jednostavni problemi koje ni masovno paralelno raunanje ne
moZze razrijeSiti. Tipi€an je takav problem trgovackog putnika (PTP). Trgovacki putnik
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treba obiéi n gradova, svaki samo jednom i vratiti se natrag na pocetak. Poznate su
mu sve razdaljine medu gradovima, a on Zeli pronaci najkaraéi put. Ni danas se ne zna
dobar algoritam za PTP, tj. takav algoritam za kojeg postoji polinom u » i razdaljinama
kojima se izraZava broj ucinjenih osnovnih operacija prilikom rada algoritma na nekom
zadatku. Za n = 1000 gradova, s izravhom — “naivnom” metodom nalaZenja najkraceg
puta usporedivanjem duljina svih putova trebali bi milijuni godina rada svih dana$njih
racunala umreZenih paralelno. Stoga je potraga za algoritmom koji radi u “realnom
vremenu” od presudne vaznosti, a ne samo “zaigranost” matematiCara.

PTP je duboko vezan za najvaznija pitanja (teorijskog) racunarstva, posebno s
najpoznatijim otvorenim pitanjem: “Je li P = NP”? Grubo receno, problem se
moZze izre¢i ovako. Da 1i svaki problem Cije rjeSenje moZemo brzo kompjutorski
provjeriti, moZemo tada brzo kompjutorski i rijeSiti? PTP zapravo pita postoji li
polinomski algoritam za nalaZenje najkradeg (najlakSeg) Hamiltonovog ciklusa u
potpunom teZinskom grafu.

Prava je Steta da se danas u srednjoSkolskoj nastavi viSe gotovo niSta ne uci o
kombinatorici i uopée o diskretnoj matematici kako smo je ukratko pokusSali opisati.
No, to je ve¢ neka druga tema. (Zainteresirani Citatelji osim na internetu, mogu na
hrvatskome jeziku pogledati udzbenik D. Veljan, Matematika za 4. razred gimnazije,
Skolska knjiga, Zagreb, 2000, ili sveuciliSni udzbenik D. Veljan, Kombinatorna i
diskretna matematika, Algoritam, Zagreb, 2001.)

Szemerédijev teorem o aritmetickim nizovima

Vratimo se laueratu-profesoru E. Szemerédiju. Predavanje koje je odrZao prilikom
dodjele Abelove nagrade imalo je naslov: “In every chaos there is an order”, ili u
slobodnom prijevodu: u svakom neredu ima reda. Najvec¢i dio predavanja posvetio
je svojem teoremu o aritmetickim nizovima iz 1975. Teorem kaZe da svaki podskup
prirodnih brojeva s pozitivnom gornjom gustoéom ima po volji dugacak aritmeticki niz.
Sjetimo se, aritmeticki niz brojeva je niz kojemu je razlika susjednih ¢lanova stalna
(konstantna). Aritmeti¢ki niz duljine k izgleda ovako: a, a+d, a+2d, a+3d,...,
a+ (k— 1)d. Spomenimo za one koje to zanima da je gornja gustoda podskupa S
prirodnih brojeva definirana kao lim sup (#(S N [n])/n), kada n teZzi u beskona¢nost
(n — 00); simbol # Citaj: broj elemenata.

A $to znaci da skup S sadrZi po volji dugacak aritmeticki niz? To znaci da kakav
god prirodni broj uzeli, recimo 1234, onda skup S sadrzi aritmeticki niz duljine barem
1234.

Szemerédijev se teorem o aritmetickim nizovima moZe izreéi i ovako. Za svaki broj
g (“gustoda”), 0 < g < 1, i svaki prirodni broj k, postoji broj N(g, k), tako da za
svako N > N(g, k), svaki podskup iz {1,2,...,n} od gn elemenata ima aritmeti¢ki niz
duljine k.

U dokazu teorema, kao kljucni korak prvo je dokazao tvrdnju poznatu kao
Szemerédijeva lema o regularnosti. Ta je lema imala vrlo velik znacaj u kombinatorici,
teoriji grafova, aditivnoj teoriji brojeva, informatici i teorijskom racunarstvu, diskretnoj
geometriji, teoriji vjerojatnosti, teoriji ergodi¢nosti i drugdje.

Spomenimo ovdje i sljede¢i nedavno dokazani teorem (B. Green i T. Tao, 2009):
Niz prostih brojeva 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,...sadrZi aritmeticki niz bilo koje
duljine, pa stoga i po volji dugacak.

T Matematicko-fizicki list, LXIII 1 (2012. — 2013.)



Osim teorema o aritmetickim nizovima, Szemerédi je dokazao i druge vazne rezultate.
Poznat je tako Szemerédi-Trotterov teorem iz diskretne geometrije o najveCem moguéem
broju incidencija od n tocaka i m pravaca (tj. broj parova tocka — pravac tako da
je tocka na pravcu) i iznosi otprilike (mn)% Poznat je takoder i Erdos-Szemerédijev
teorem i drugi.

Isto je tako poznat i sljedeci teorem o presjecnom broju grafa. Ako u ravnini bilo
kako nacrtamo (jednostavni) graf koji ima n vrhova i m bridova, m > 4n, onda je

. 4o . o ew . . o ew s 3
najveéi broj presjecista bridova (osim vrhova grafa) najvise jednak main?.

Ustvari, iz ovog teorema o presjeciStima lagano slijedi gornji teorem o incidencijama.

Osim navedenih, Szemerédi je imao i drugih rezultata i zasigurno ¢e mnogi od njih
udi u trajnu bastinu povijesti znanosti.

Kratka biografija

Endre Szemerédi je roden 1940. u Budimpesti. Ve¢ je u gimnaziji pokazao izrazite
matematicke sposobnosti. Diplomirao je matematiku na E6tvos Lordnd SveuciliStu u
Budimpesti, a doktorirao na MGU (DrZavno SveuciliSte) u Moskvi u Rusiji. Voditelj
doktorata bio mu je ¢uveni matematicar Israel M. Gel’fand (1913.-2009.). Od 1974.
gotovo stalno Zivi i radi u SAD-u, a od 1986. profesor je na spomenutom Rutgersu.

Clan je Madarske akademije znanosti od 1987., te Nacionalne akademije znanosti
SAD-a od 2010. Stalni je ¢lan cuvenog Institute for Advanced Study (Zavod za napredna
istraZzivanja) u Princetonu, NJ. Objavio je oko 200 znanstvenih radova. I prije Abelove,
za svoje je znanstvene doprinose dobio vise nagrada. Primjerice, Griinwaldovu 1967.,
Rényijevu 1973., Steelovu nagradu 2008. i druge. Szemerédi je imao 11 doktorskih
studenata. OZenjen je i otac petoro djece.

KaZimo da je zapravo njegov pravi ucitelj bio poznati matematicar Paul Erdos
(1913.-1996.). Szemerédi je rijeSio jedan od teZih Erddsevih problema i tako “zaradio”
1000$. U stvari, Szemerédijev teorem o aritmetickim nizovima je bila Erdés-Turdnova
slutnja iz 1936. godine. (O Zivopisnom i legendarnom Erdosu vidi ¢lanke D. Veljan,
Paul Erdos, Matka 24 (1998), 186—191 i V. Devidé, P. Erdos — “SaSavi” genijalac, Matka
32 (2000), 92-96.)

Kljucne znanstvene ideje

Osnovne znanstvene zamisli Szemerédijeve “matematicke filozofije” mozemo grubo
izreéi ovako. U svakom (gotovo) kaoti¢nom, nepravilnom, iregularnom skupu S, uvijek
postoji neki potpuno pravilan, regularan kutak A, i koji je pritom dovoljno velik. Skup S
u nekom smislu mora biti gust, tj. mora zadirati u gotovo svaki djeli¢ cjeline (diskretne
strukture) u kojoj sve to promatramo, recimo u skupu N prirodnih brojeva.

Tako, primjerice, moZemo zamisliti da je u¢injena neka vrsta matematicke dezinfekcije
kojom je uklonjeno 99.999% slucajno odabranih prirodnih brojeva. Tada ¢e preostalih
0.001% prezivjelih brojeva sadrzavati po volji dugacak aritmeticki niz.

Dakle, iako se S moZe uciniti naizgled kaoti¢nim, gotovo pa sluc¢ajnim, ipak u njemu
postoji pravilni dio.
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Glavna ideja dokaza (medu ostalima i Szemerédijeve leme o regularnosti) je u grubim
crtama sljedeca. Svaki veliki sustav rastavimo na mnogo malih komadicéa priblizno iste
veli¢ine koji su naizgled slu¢ajno odabrani. To onda omoguéava proucavanje globalnog
sloZenog sustava bez zadiranja u sve pojedinosti malih komadiéa. Kao primjer, moZemo
zamisljati hiperlinkove kao male komadi¢e u globalnoj mrezi world wide web-www;
tako ipak znamo globalnu strukturu mreZe, a da pritom ne moramo znati svaki detalj
svakog linka.

A na kraju se tu puno zakljucaka svodi na jednostavno Dirichletovo nacelo (princip),
koji u svojoj najjednostavnijoj izreci kaZe da je uvijek medu troje ljudi, bar dvoje
njih istog spola. Ili, ako je u 4 golubinjaka ukupno 5 golubova, onda je u bar
jednome golubinjaku bar dvoje golubova. Ili, u stilu poznate Sale, ako iz vlaka, recimo,
Zagreb-Split ugledate crnu ovcu kako pase i kaZete: “Gle crnu ovcu!”, prijatelj vas
moze ukoriti i kazati “Misli§, u Hrvatskoj postoji bar jedna ovca koja je bar s jedne
strane crna?!”. I zbog Dirichletova bi nacela bio bliZi istini.

Veliko poopéenje tog nacela preraslo je u tzv. Ramseyevu teoriju, prema britanskom
matematicaru F. Ramseyu koji se prvi time bavio oko 1930. godine.

Glavna ideja Ramseyeve teorije jest da je potpuni nered zapravo nemogud, a svaki
matematicki “objekt” postoji negdje duboko ukopan ako ga potraZite u dovoljno velikom
univrezumu. .. Ramseyeva teorija uvijek traZi najmanji univerzum u kojem pouzdano
znamo da postoji izvjesni objekt. Jedan od glavnih promotora Ramseyeve teorije u
1950-ima bio je spomenuti Paul Erdds.

Vrlo je jednostavno opisati tipi¢no pitanje Ramseyeve teorije. Koliki najmanji broj
ljudi treba biti na “tulumu” tako da medu njima sigurno postoji trojka medusobnih
znanaca ili ¢etvorka potpunih neznanaca? Pripadni najmanji traZzeni broj oznacimo s
R(3,4). Zna se da je R(3,4) =9.

(PokusSajte to sami dokazati. Uputa. Prvo dokaZite da je R(3,3) = 6.) Ramseyeva
je teorija i dan danas “zona sumraka”, tj. vrlo se malo o njoj zna. Na primjer ni danas
se ne zna koliko je R(5,5), koliko R(5,6), a kamoli R(10,7).

No, i ono malo $to se u Ramseyevoj teoriji zna, Szemerédi je vrlo uspjesno koristio
u dokazivanju svojih teorema. Njegova su istraZivanja ve¢ nasla primjenu u umjetnoj
inteligenciji i robotici. Za nadati se je da ¢e naci primjene i u istraZivanjima prirodne
inteligencije (mozga), genetici i drugdje.

Cestitamo profesoru Szemerédiju na Abelovoj nagradi!
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