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5. srednjoeuropska matematicka olimpijada 2011. g.

ﬂ AW Domacin 5. srednjoeuropske matematicke
NAN/N N / olimpijade bio je hrvatski grad Varazdin.
Olimpijada se odrzala od 1. do 7. rujna 2011.
godine, a sudjelovalo je ukupno 10 drZava:
Austrija, Ceka, Litva, Madarska, Njemacka,
Poljska, Slovacka, Slovenija, Svicarska i kao
domadin Hrvatska. Svaku drZavu predstavljalo je Sest ucenika, a Hrvatsku su predstavljali:
Mislav Balunovi¢ iz Gimnazije Matije Mesica u Slavonskom brodu, Aleksandar Bulj i
Verner Viacié¢ iz Glmnazue Andrl_]e Mohorovicica u Rijeci te Luka Filipovi¢, Boris Juras
i Borna Vukorepa iz XV. gimnazije u Zagrebu. Voditelji hrvatske ekipe bili su Zeljko
Hanj$ i Krsitina Ana Skreb. Individualni dio natjecanja odrzan je 3. rujna, a ekipni 4.
rujna.

5th MIDDLE EUROPEAN MATHEMATICAL OLYMPIAD

VARAZDIN 2011 CROATIA

Prvog dana u poslijepodnevnim i veCernjim satima pristizale su ekipe iz drzava
sudionica. Na put smo krenuli vlakom iz Zagreba s voditeljima naSe ekipe. Smjestili
smo se u Studentskom domu VaraZdin gdje su nas docekali i naSi vodi¢i. Taj dan na
programu nije bilo niSta osim vecere pa smo imali priliku malo proSetati gradom.

Drugi dan zapoceo je natjecateljskim duhom, ujutro nas je doc¢ekala zabavna igra.
Svi sudionici natjecanja bili su podijeljeni u 12 grupa, u svakoj po 5 natjecatelja pri
¢emu niti jedna grupa nije sadrZavala dva predstavnika iste drzave. Cilj je bio pronaci
Sto viSe gradevina i spomenika s danih fotografija. Zabavili smo se, vidjeli grad, a i
upoznali neke nove ljude. Slucajno ili ne, pobjedu je odnijela ekipa u kojoj nije bilo
natjecatelja iz Hrvatske. Navecer je na Fakultetu organizacije i informatike odrZano
sluZbeno otvorenje natjecanja i predstavljanje ekipa, a nakon vecere sve ekipe su se
povukle u svoje sobe kako bi Cule posljednje savjete od svojih voditelja.

Treéeg dana u Prvoj gimnaziji VaraZdin odrZano je individualno natjecanje, a
rjeSavalo se Cetiri zadatka, po jedan iz svakog velikog matematickog podrucja: algebra,
kombinatorika, geometrija, teorija brojeva. Pisanje je zapocelo u 9 sati, a zavrSilo u
14 sati. Nakon zavrSetka na hodnicima vodile su se brojne rasprave uz zabrinuta lica
ucenika. Uslijedio je rucak u restoranu Park, a nakon toga dugotrajna i mukotrpna
diskusija naSih rjeSenja s voditeljima. Zadaci su bili zanimljivi, nisu bili lagani, ali niti
posebno teski, §to su posljednjeg dana pokazali i rezultati. Kada smo culi da ée svi
Poljaci imati 100% bodova, svi Madari barem tri zadatka od cetiri, a da niti Njemacka ne
zaostaje puno, pomislili smo da nam spasa nema. Na kraju se ta predvidanja ipak nisu
u potpunosti ostvarila, iako su te tri drZzave u pravilu dominantne na ovom natjecanju.

Cetvrtog dana odrzano je ekipno natjecanje, opet u istom terminu kao i pojedinaéno.
RjeSavalo se osam zadataka, po dva iz svakog od navedena Cetiri matematicka podrucja.
Dok smo mi rjeSavali zadatke, odvijala se bodovna koordinacija na kojoj su se naSi
voditelji trudili komisiji $to bolje predstaviti naSa rjeSenja kako bismo dobili §to vise
bodova. Nakon ekipnog natjecanja u popodnevnim satima odrZan je i nogometm turnir
na kOJem su sudjelovale Cetiri ekipe, Hrvatska, Slovemja mix Madarske i Svicarske
te mix vodi¢a i koordinatora. Prvo mjesto pripalo je Madarima i Svicarcima, dok je
Hrvatska ekipa bila Cetvrta.
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Petog dana i8li smo na izlet u Varazdinske Toplice i Zagreb. U toplicama su se svi
dobro zabavljali, spustali smo se niz tobogane, a nakon rucka krenuli smo u Zagreb.
Kako razgledavanje Zagreba nama nije bilo posebno zanimljivo jer smo tu domadi,
vrijeme smo proveli pri¢ajuéi u jednom od mnogobrojnih kafi¢a u centru grada.

Sestog dana bili su organizirani izleti u Trako3¢an i Krapinu. Iako je razgledavanje
dvorca i proucavanje pracovjeka i bioloSke evolucije bilo zanimljivo, glavni trenutak
dana je bila podjela medalja. Podijeljeno je ukupno 6 zlatnih, 10 srebrnih i 14 bron¢anih
medalja, pa je tocno polovica uc¢enika dobila medalje.

Od nasih predstavnika Luka Filipovi¢ i Borna Vukorepa osvojili su srebrne medalje,
a Aleksandar Bulj i Boris Juras broncane. U ekipnoj konkurenciji pobjedu su odnijeli
Poljaci s maksimalnim brojem bodova, drugo mjesto osvojili su Madari, a trece Nijemci.
Hrvatska je na ekipnom natjecanju zauzela ¢etvrto mjesto.

Pojedina¢no natjecanje

ime i prezime drzava 1. [ 2. | 3. | 4. | > | medalja
1. | Wojciech Nadara | Poljska 8 |8 |8 | 8 | 32 | zlatna
2. | Attila Szabo Madarska | 8 | 8 |7 | 8 | 31 | zlatna
3. | Dominik Duda Njemacka | 8 | 8 | 6 | 8 | 30 | zlatna
3. | Tamds Agoston Madarska | 8 | 8 | 6 | 8 | 30 | zlatna
5. | Michat Zajac Poljska 8 |8 |5 |8 |29 | zlatna
6. | Karol Kaszuba Poljska 6 |6 |8 |8 |28 | zlatna
8. | Borna Vukorepa | Hrvatska |8 |0 |7 |8 | 23 | srebrna
14. | Luka Filipovi¢ Hrvatska (4 |8 | 0 | 8 | 20 | srebrna
23. | Aleksandar Bulj Hrvatska |2 |3 |2 | 8 | 15 | bronana
23. | Boris Juras Hrvatska [0 |0 |7 | 8 | 15 | bronCana
34. | Mislav Balunovi¢ | Hrvatska |2 |3 |0 |6 |11
34. | Verner Vlacié Hrvatska |1 |3 |7 |0 |11
EKkipno natjecanje
drzava 1. | 2. |3. | 4. |5.]|6.|7.|8.| zbroj
1. | Poljska 8 18 |8 |8 |8 |8 |8 |8 |64
2. | Madarska 8 |0 8 3 |8 |8 |8 |8 |51
3. | Njemacka 810 |8 |0 |8 |8 |8 |8 |48
4. | Hrvatska 2 (8|80 |3 |8 |80 |37
5. | Slovacka 110|810 |8 |6 |8 ]|]0]31
6. | Litva 6 |0 |8 |0 |8 |0 |8 ]|0]30
7. | Slovenija 2 10 (8]0 |4 |3 |8]|0]25
8. | RepublikaCeska |2 (1 |4 |0 [O |5 |8 |3 |23
9. | Austrija 1106 [0 |5|2 |8 |0]22
10. | Svicarska 2106 |{0]|]0]|0 |8 |0 |16

Ovo natjecanje je pokazalo da je Hrvatska sposobna organizirati ozbiljno medunarodno
natjecanje. Zahvaljujemo se svim sponzorima, a to su bili: Ministarstvo znanosti,
obrazovanja i Sporta, Zagorje-Tehnobeton, Ericsson Nikola Tesla, Vindija, Ledo i
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Varazdinska Zupanija. Sljedeca srednjoeuropska matematicka olimpijada odrZat ce se u
Solothurnu u Svicarskoj, a za desetak godina ponovo u Hrvatskoj.

Borna Vukorepa

Zadaci s pojedina¢nog natjecanja, 3. rujna 2011.
1. Na pocetku je samo broj 44 napisan na ploci. Cijeli broj a na plo¢i moZe se
zamijeniti s Cetiri medusobno razliita cijela broja a;, a», a3, a4 C¢ija je aritmeticka
sredina, 1 (a1 + az; + a3 + a4), jednaka a. U jednom koraku istodobno mijenjamo sve

cijele brojeve na plo¢i na prethodno opisani nacin. Nakon 30 koraka ostane n = 4%
cijelih brojeva by, by,...,b,. DokaZzi da je

BB+ ..+ B
12O o1y,

n

2. Neka je n > 3 prirodan broj. Ivan i Marija igraju sljedecu igru: najprije Ivan
ozna€i stranice pravilnog n-terokuta brojevima 1,2,...,n na koji god nacin Zeli,
koriste¢i svaki broj to¢no jednom. Tada Marija dijeli n-terokut na trokute s n — 3
dijagonale koje se ne sijeku u njegovoj unutra$njosti. Sve te dijagonale oznacene su s
brojem 1. U svaki od trokuta upisan je umnoZak brojeva na njegovim stranicama. Neka
je S zbroj tih n — 2 umnoZaka.

Odredi vrijednost od S ako Marija Zeli da je S najmanji mogudi, a Ivan Zeli da je S
najveéi mogudéi i oboje postupaju optimalno.

3. U ravnini su dane kruznice K; i K, sa sredi§tima I, i I, redom, koje se sijeku
u to¢kama A i B. Pretpostavimo da je kut J/;Al, tup. Tangenta na K; u tocki A
sijeCe K, iu tocki C, a tangenta na K, u tocki A sijeCe K iu to¢ki D. Neka je K3

opisana kruznica trokuta BCD. Neka je E poloviste luka CD kruznice K3 koji sadrzi
B. Pravci AC i AD sijeku K3 i u tockama K i L, redom. Dokazi da je pravac AE
okomit na KL.

4. Neka su k i m, k > m, prirodni brojevi takvi da je km(k*> —m?) djeljiv s k&> —m?>.
Dokazi da je (k —m)> > 3km.

Zadaci s ekipnog natjecanja

1. Nadite sve funkcije f : R — R takve da jednakost
Y (x) +2XF (v) +xy = xyf (x+ ) + 5+
vrijedi za sve x,y € R, gdje je R skup realnih brojeva.
2. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi
a b c

=2.
1+a+1+b+1—|—c

Dokazite nejednakost

VarVBr e, L 1

Vb Ve

3. Za prirodan broj n > 3 neka je M = {(x,y) |x,y€Z,1 <x<n,1<y<n}
skup to¢aka ravnine. (Z je skup cijelih brojeva.)
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Koji je najveéi moguci broj elemenata podskupa S C M koji ne sadrZi nikoje tri
razli¢ite tocke koje su vrhovi pravokutnog trokuta?

4. Neka je n > 3 prirodan broj. Na natjecanju nalik MEMO-u sudjeluje 3n ucenika
koji govore ukupno 7 jezika, a svaki od njih govori to¢no tri razlicita jezika.

2
Dokazite da se moZe izabrati barem [Kn—‘ jezika koji se govore, tako da nijedan

ucenik ne govori vise od dva izabrana jezika.
(]x] je najmanji cijeli broj veéi ili jednak od x.)
5. Neka je ABCDE konveksni peterokut kojemu su sve stranice jednake duljine.

Dijagonale AD i EC sijeku se u tocki S pri ¢emu je JASE = 60°. Dokazite da u
ABCDE postoje dvije paralelne stranice.

6. Neka je ABC siljastokutan trokut. Oznac¢imo s By i Cp noziSta visina iz vrhova
B i C, redom. Neka je X toc¢ka unutar trokuta ABC takva da je pravac BX tangenta
na opisanu kruznicu trokuta AXCy i pravac CX tangenta na opisanu kruznicu trokuta
AXBy. Pokazite da je pravac AX okomit na BC.

7. Neka su A i B disjunktni neprazni skupovi takvi da je AUB = {1,2,3,...,10}.
PokaZite da postoje elementi a € A i b € B takvi da je a® + ab* + b* djeljivo s 11.

8. Kazemo da je prirodan broj n nevjerojatan ako postoje prirodni brojevi a, b, ¢
takvi da vrijedi jednakost

n = (b,c)(a,bc) + (c,a)(b, ca) + (a, b)(c, ab).
DokaZzite da postoji 2011 uzastopnih prirodnih brojeva koji su nevjerojatni.
(Sa (m,n) oznacavamo najveéi zajednicki djeljitelj brojeva m i n.)
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