Najteza glavolomka na svijetu

Bojan Kovacicé!

Prije petnaestak je godina logicar i stru¢njak za glavolomke Raymond Smullyan?
smislio glavolomku koja, prema mnogim miSljenjima stru¢njaka, nema ozbiljnijega
protukandidata za titulu najteZze svjetske glavolomke. Ovdje ¢emo navesti jednu
varijaciju te glavolomke, dati njezino rjeSenje i ukratko komentirati neke posljedice tog
rjeSenja.

Osnovna glavolomka

Lutajuci africkim praSumama u potrazi za izgubljenim blagom, poznatog matematicara
— pustolova Matka Skitarali¢a zarobilo je pleme Mljac-Mljac. U prvi mah su ga odlucili
pojesti za nedjeljni rucak, ali ih je vrlo rjeciti Matko uspio nagovoriti da mu pruZe priliku
da preZivi. Poglavica plemena Mljac-Mljac donio je odluku: ukoliko Matko pogodi ime
svakoga od triju boZanstava plemena Mljac-Mljac, pustit ée ga na slobodu. Potom su
Matka doveli u prostoriju u kojoj su sjedila spomenuta tri boZanstva: Istinoljubac, LaZac
i Slu¢ajac. Matku nije unaprijed poznato niti kako se zove koje boZanstvo, niti njihov
redoslijed sjedenja. Jedino §to je doznao o njima jest da Istinoljubac uvijek govori
istinu, LaZac uvijek govori neistinu, a Slucajac na potpuno slucajan nacin odgovara ili
istinito ili lazno. Matko ima pravo postaviti najviSe tri pitanja. Svako od njih mora biti
postavljeno tocno jednom boZanstvu, a na njega se mora moci odgovoriti ili samo s
“da” ili samo s “ne” (ako pitanje nije takvoga oblika, niti jedno boZanstvo nece dati
nikakav odgovor). BoZanstva razumiju, ali ne govore hrvatski jezik, pa odgovaraju na
svojemu (zajednickom) jeziku, i to iskljucivo ili “de” ili “na”. Matko ne razumije jezik
boZanstava, pa ne zna tocno znacenje svake od tih rijeci, ali mu je lijepa poglavi¢ina
kéerka krisom prisapnula da “de” i “na” u nekom redoslijedu znace “da” i “ne” (1j.
tocno jedna od tih rijeci znaci “da” i tocno jedna “ne”).

Koja pitanja Matko treba postaviti boZanstvima tako da na temelju odgovora na njih
Jednoznacno moZe odrediti ime svakog boZanstva i tako se spasiti?

Najprije navedimo neke pretpostavke uobiCajene za ovakav tip glavolomke:

e Istom bozanstvu Matko smije postaviti najviSe tri pitanja, odnosno moguce je da
nekom od boZanstava ne postavi niti jedno pitanje.

e Postavljanje drugog pitanja i izbor boZanstva kojemu ¢e ono biti postavljeno smije
ovisiti o odgovoru dobivenom na prvo pitanje (analogno i za trece pitanje).

e Odgovaranje Slucajca treba zamiSljati na sljede¢i nacin: Kad cuje postavljeno
pitanje, Slucajac na slucajan nacin baci simetrican nov¢i¢. Ako nov¢i¢ padne na
pismo, Slu€ajac odgovara istinito, a ako nov¢i¢ padne na glavu, Slucajac odgovara
neistinito.

Prije izlaganja rjeSenja osnovne glavolomke, postavit ¢emo i rijeSiti tri pomocéne
glavolomke povezane s netom postavljenom glavolomkom, ali bitno lakSe od nje. Potom
éemo iskoristiti njihova rjeSenja kako bismo rije§ili osnovnu glavolomku. Posljednje
dvije od triju pomo¢nih glavolomki poznate su i otprije, dok je prvu smislio George
Boolos? rjesavajuéi osnovnu glavolomku.

! Autor je predava¢ matemati¢kih kolegija Tehni¢kog veleuilista u Zagrebu, e-poita: bojan.kovacic@tvz.hr.
2 Raymond Merrill Smullyan (1919. — ), ameri¢ki matematicar, logi¢ar i pijanist.
3 George Stephen Boolos (1940. —1996.), ameri¢ki matematiéar i filozof.
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Glavolomka 1

Za kupnju novoga automobila Ciro Zapijalo Zeli posuditi novac od svog brata,
strastvenog kartasa Ferde Zapijala. Ferdo je na stol postavio tri karte: dva asa i
Jjednoga jockera, pri Cemu mu je poznat tocan poredak svih triju karata. Potom je rekao
Ciri neka odabere bilo koju od postavljenih karata i postavi mu to¢no jedno pitanje na
koje se moZe odgovoriti ili s “da” ili s “ne”. (Ako pitanje nije takvog oblika, Ferdo
nece dati nikakav odgovor). Pritom je Ferdo &vrsto obeéao: bude li Ciro odabrao
asa, istinito ¢e odgovoriti na Cirino pitanje, a bude li odabrao jockera, slucajno ée
Ciro uje Ferdin odgovor, treba odrediti tocno jednu kartu na kojoj se nalazi as i, ako
to ispravno napravi, Ferdo ¢e mu posuditi novac.

Koje pitanje Ciro treba postaviti Ferdi tako da na temelju odgovora dobivenog na
njega sigurno moZe odrediti koja karta je as?

Glavolomka 2

Tragajuci za izgubljenim blagom cara Tvrdislava, logicar-pustolovac Logicko
Skitalari¢ doznao je da se blago nalazi u jednoj od dviju spilja ispred kojih sjede
dva boZanstva: Istinoljubac i LaZac. U drugoj spilji nalazi se gladni zmaj koji ce
pojesti Logicka ude li u njegovu spilju. Logicko ne zna unaprijed niti kako se zove koje
boZanstvo niti njihov redoslijed sjedenja, ali zna da Istinoljubac uvijek govori istinu, a
LaZac wvijek laZe. BoZanstva razumiju i govore hrvatski jezik, te na njemu odgovaraju
na postavljena pitanja. Pritom ta pitanja moraju biti postavljena tako da se na njih
moZe odgovoriti ili “da” ili “ne” (ako pitanje nije takvog oblika, niti jedno boZanstvo
ne daje nikakav odgovor na njega). BoZanstva dozvoljavaju ulaz u tocno jednu spilju,
ali ne dozvoljavaju izlaz iz spilje u kojoj se nalazi zmaj.

Koje pitanje Logicko treba postaviti tocno jednom od boZanstava tako da se iz njegova
odgovora jednoznacno moZe izvesti istinit zakljucak u kojoj se spilji nalazi blago?

Glavolomka 3

Tragajuci za izgubljenim blagom cara Skrtislava, matemati¢arka-pustolovka Matkica
Skitarali¢ doznala je da se blago nalazi u jednoj od dviju spilja ispred kojih sjedi
boZanstvo Istinoljubac. U drugoj spilji nalazi se gladni zmaj koji ée pojesti Matkicu
ude li u njegovu spilju. Istinoljubac odgovara iskljucivo na pitanja na koja se moZe
odgovoriti ili “da” ili “ne” (ako pitanje nije takvog oblika, Istinoljubac ne daje nikakav
odgovor), a njegovi odgovori su uvijek istiniti. Istinoljubac razumije, ali ne govori
hrvatski jezik, pa odgovara na svojem jeziku u kojemu rijeci “de” i “na” u nekom
redoslijedu znace “da” i “ne”.

Koje pitanje Matkica treba postaviti tako da iz dobivenog odgovora moZe izvesti
istinit zakljucak u kojoj se spilji nalazi blago?

U nastavku iznosimo rjeSenja postavljenih glavolomki.
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RjeSenje Glavolomke 1

Strategija je sljedeca:
o Ciro odabire srednju od triju izloZenih karata i postavlja Ferdi pitanje:
”Je li lijeva karta as?”’

e Bude li Ferdin odgovor “da”, Ciro treba odabrati lijevu kartu (tj. ta karta je as).
e Bude li Ferdin odgovor “ne”, Ciro treba odabrati desnu kartu (tj. ta karta je as).

Uvjerimo se da neovisno o tome koja je srednja karta opisanom strategijom Ciro sigurno
mozZe odrediti koja karta je as. Razmotrimo sljedece slucajeve:

a) Pretpostavimo da je srednja karta as. Tada odgovor na postavljeno pitanje mora biti istinit.
Odgovori li Ferdo “da”, to zna¢i da je lijeva karta uistinu as, pa Ciro treba odabrati upravo
tu kartu. Odgovori li Ferdo “ne”, to znaci da lijeva karta nije as (tj. lijeva karta je jocker).
Stoga su preostale dvije karte asevi, pa Ciro moZe to&no odabrati desnu kartu (u ovom je
slucaju i srednja karta as, ali to je nebitno).

b) Pretpostavimo da je srednja karta jocker. Tada su lijeva i desna karta asevi. Sada lako
vidimo da odabir karte ne ovisi o istinitosti dobivena odgovora: odgovori li Ferdo “da”,
Ciro sigurno moZe odabrati lijevu kartu (u ovom je slutaju i desna karta as, ali to je
nebitno) a odgovori li Ferdo “ne”, Ciro sigurno moZe odabrati desnu kartu (u ovom je
slucaju i lijeva karta as, ali to je nebitno).

Kako vidimo, opisana strategija ne ovisi o tome koja karta je srednja, pa u svakom slucaju
mozemo napraviti ispravan izbor karte.

Biljeska 1. Ciro je mogao postaviti i pitanje: “Je li desna karta as?’, pa u tom sluaju
odabrati desnu kartu bude li Ferdin odgovor “da”, odnosno lijevu kartu bude li dobiveni odgovor

ne”. Potpuno analognim zaklju¢ivanjem kao u rjeSenju Glavolomke 1 zakljuCujemo da i ta
strategija vodi na ispravan izbor karte.

RjeSenje Glavolomke 2

Najprije podsjetimo na logicki operator ekvivalencije (oznaka: <=). Njegova tablica
istinitosti je sljedeca:

7(A) | ©(B) | 1(A < B)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Dakle, logicka izjava A <= B (A je ako i samo ako je B) je istinita u tocno dva slucaja:
1) Izjava A iizjava B su istovremeno istinite;
2) Izjava A iizjava B su istovremeno neistinite.

Iskoristimo ovaj logicki operator u rjeSavanju Glavolomke 2. Pitanje koje Logicko treba
postaviti bilo kojem od dvaju boZanstava glasi:
Jesi li ti Istinoljubac ako i samo ako je blago u prvoj spilji?

Odgovor na postavljeno pitanje ujedno je i odgovor na pitanje je li blago u prvoj spilji.
Uvjerimo se da ova strategija doista daje istinitu informaciju.

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je Logi¢ko postavio pitanje prvom
bozanstvu. Ne znamo je li to boZanstvo Istinoljubac ili LaZzac, pa ¢emo pokazati da ta
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¢injenica uopée nije bitna. Bududi da oba boZanstva znaju istinit odgovor na postavljeno pitanje,
razmatranja ¢emo provoditi u skladu s tom pretpostavkom. Radi jednostavnosti, oznacimo:
A: Ja sam Istinoljubac.
B: Blago je u prvoj spilji.

Primijetimo da je, uz navedene oznake, postavljeno pitanje zapravo pitanje je li tvrdnja
A <= B istinita. Stoga je istinit odgovor na to pitanje “da” ako i samo ako je tvrdnja
A <= B istinita, a “ne” ako i samo ako je tvrdnja A <= B neistinita. RazmiSljamo na
sljede¢i nacin:

e Pretpostavimo da je upitano boZanstvo Istinoljubac, te da je blago doista u prvoj spilji.
Tada su tvrdnje A i B istovremeno istinite, pa je i tvrdnja A <= B istinita. Buduéi da
Istinoljubac uvijek govori istinu, njegov odgovor na postavljeno pitanje je “da”.

e Pretpostavimo da je upitano boZanstvo Istinoljubac, te da je blago u drugoj spilji. Tada je
tvrdnja A istinita, a tvrdnja B neistinita. Stoga je tvrdnja A <= B neistinita. Bududi
da Istinoljubac uvijek govori istinu, njegov odgovor na postavljeno pitanje je "ne”.

e Pretpostavimo da je upitano boZanstvo LaZac, te da je blago u prvoj spilji. Tada je tvrdnja
A neistinita, a tvrdnja B istinita. Stoga je tvrdnja A <= B neistinita. Stoga je istinit
odgovor na postavljeno pitanje “ne”. Bududi da LaZac uvijek govori neistinu, njegov
odgovor na postavljeno pitanje je “da”.

e Pretpostavimo da je upitano boZanstvo Lazac, te da je blago u drugoj spilji. Tada su obje
tvrdnje A i B istovremeno neistinite, pa je tvrdnja A <= B istinita. Stoga je istinit
odgovor na postavljeno pitanje “da”. Buduci da LaZzac uvijek govori neistinu, njegov
odgovor na postavljeno pitanje je “ne”.

Iz gore navedenoga vidimo da se istinitost tvrdnje B uvijek podudara s odgovorom “da”, a
neistinitost tvrdnje B s odgovorom “ne”. Drugim rije¢ima, pokazali smo da su tvrdnje:

C: Blago je u prvoj spilji ako i samo ako je odgovor upitanoga boZanstva “da’”;
D: Blago je u drugoj spilji ako i samo ako je odgovor upitanoga boZanstva “ne’;
istinite neovisno o boZanstavu kojemu je postavljeno pitanje. Stoga navedena strategija uvijek

daje istinitu informaciju.

RjeSenje Glavolomke 3

Rjesenje ove glavolomke je vrlo sli¢no rjeSenju Glavolomke 2. NajvazZnije je da ne trebamo
saznati tocno znacenje rijeci “de” i/ili “na”. Pitanje koje Matkica treba postaviti Istinoljupcu je:
Znadci li rije¢ “de” “da” ako i samo ako je blago u prvoj spilji?

Bude li Istinoljupcev odgovor na postavljeno pitanje “de”, blago se nalazi u prvoj spilji, a
bude 1i njegov odgovor “na”, blago se nalazi u drugoj spilji.

Prepustamo Citatelju da se sam uvjeri da ova strategija daje istinitu informaciju neovisno o
znacenjima rijeci “de” i/ili “na”.

Biljeska 2. Da se umjesto Istinoljupca ispred spilja nalazio Lazac (koji uvijek laze), strategija
bi bila: Bude 1li Lascev odgovor na postavljeno pitanje “na”, blago se nalazi u prvoj spilji, a
bude 1i njegov odgovor “de”, blago se nalazi u drugoj spilji.
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RjeSenje osnovne glavolomke

Prvi Matkov potez je odrediti koje od triju boZanstava sigurno nije Slucajac, tj. odrediti barem
jedno bozanstvo za kojeg ce biti siguran da je ili Istinoljubac ili Lazac. U tu svrhu ozna¢imo
bozanstva s A, B i C sukladno njihovu redoslijedu sjedenja.

Prvom boZzanstvu (tj. boZanstvu A) Matko treba postaviti sljedece pitanje:

Znaci li “de” "da” ako i samo ako si ti Istinoljubac ako i samo ako je B Slucajac?

Prepustamo ditatelju da se sam uvjeri u istinitost sljedecih tvrdnji:

I: B je ili Istinoljubac ili LaZac ako i samo ako je odgovor upitanoga boZanstva “na”.

J: C je ili Istinoljubac ili LaZac ako i samo ako je odgovor upitanoga boZanstva “de”

i to neovisno o upitanom boZanstvu (Istinoljubac, LaZac ili Slucajac). Time Matko jednim
pitanjem (i dobivenim odgovorom) dolazi u situaciju da sigurno moze odrediti koje od boZanstava
nije Slucajac.

Nakon ovog zakljucka bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je odgovor na prvo
pitanje bio “na”, tj. da je B ili Istinoljubac ili LaZac (za drugi slucaj jednostavno moZemo
bozanstvo C preimenovati u B i provesti potpuno isto razmatranje). Stoga svoje drugo pitanje
Matko postavlja upravo tom bozanstvu i ono glasi:

Znaci li “de” “da” ako i samo ako je Zagreb glavni grad Republike Hrvatske® ?

Iz rjeSenja Glavolomke 3 slijedi da ¢e Istinoljupcev odgovor na ovo pitanje svakako biti “de”,
a LaSc¢ev odgovor na ovo pitanje svakako ¢e biti “na”. Prema tome, ne znajuci pravo znacenje
rijeci “de” i “na”, iz odgovora na postavljeno pitanje Matko moZe identificirati boZanstvo B.

Preostaje identificirati preostala dva bozanstva. U tu svrhu Matko postavlja (ponovno)
bozanstvu B (¢iji je identitet ve¢ otkrio) trece i posljednje pitanje:

Znaci li “de” “da” ako i samo ako je A Slucajac?

Razlikujemo dva slucaja:

1) B je Istinoljubac.

Iz rjeSenja Glavolomke 3 slijedi:

a) Ako je Istinoljupcev odgovor “de”, onda je A Slucajac, pa je C LaZac. Poredak boZanstava
prema redoslijedu sjedenja je: Slucajac, Istinoljubac, LaZac.

b) Ako je Istinoljuplev odgovor “na”, zakljuCujemo da A nije Slucajac, pa — jer je B,
prema pretpostavci, Istinoljubac — A mora biti Lazac. Stoga je C Slucajac, pa je poredak
bozanstava prema redoslijedu sjedenja: LaZac, Istinoljubac, Slucajac.

2) B je Lazac.

1z rjesenja Glavolomke 3 slijedi:

a) Ako je LaS¢ev odgovor “de”, onda A nije Slucajac, pa — jer je B, prema gornjoj
pretpostavci, LaZzac — A mora biti Istinoljubac. Stoga je C Slucajac, pa je poredak
boZanstava prema redoslijedu sjedenja: Istinoljubac, LaZac, Slucajac.

b) Ako je Lascev odgovor “na”, onda je A Slu€ajac, pa — jer je B, prema gornjoj pretpostavci,
Lazac — C mora biti Istinoljubac. Stoga je poredak boZanstava prema redoslijedu sjedenja:
Slucajac, LaZac, Istinoljubac.

Time je osnovna glavolomka u potpunosti razrijeSena.

Zakljucno istaknimo da je Gabriel Uzquiano5 2010. pokazao da se osnovna glavolomka mozZe rije-
§iti postavljanjem to¢no dvaju pitanja. Ta su pitanja nesto kompleksnija od ovdje navedenih (a pot-
rebna su i jo§ neka dodatna razmatranja), pa zainteresiranog Citatelja upuéujemo na literaturu [3].

4Ovdje umjesto izjave Zagreb je glavni grad Republike Hrvatske moZe stajati bilo koja istinita izjava &iju istinitost
unaprijed znamo.
5 Gabriel Uzquiano, americki filozof, matematicar i logicar.
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Pitanja za promisljanje

1. Je li u rjesenju Glavolomke 1 moguce postaviti tocno jedno od sljedecih pitanja:

Je li srednja karta as?
Je li lijeva karta jocker?
Je li srednja karta jocker?
Je li desna karta jocker?

tako da pomocu odgovora na to pitanje moZemo sigurno zakljuciti koja karta je as? Ako
je moguce, izlozite strategiju sigurnog odabira tocno jedne karte na kojoj se nalazi as.

2. Je li u rjeSenju Glavolomke 3 moguce postaviti to¢no jedno od sljedecih pitanja:

» o«

Znaci li rije¢ “de” “ne” ako i samo ako je Ouagadougou grad u Egiptu?

Znaci li rije¢ “de” “da” ako i samo ako Ouagadougou nije grad u Egiptu?

Znaci li rije¢ “de” “ne” ako i samo ako Ouagadougou nije grad u Egiptu?

Znaci li rije¢ “na” “da” ako i samo ako je Ouagadougou grad u Egiptu?

Znaci li rije¢ “na” “ne” ako i samo ako je Ouagadougou grad u Egiptu?

Znaci li rije¢ “na” “da” ako i samo ako Ouagadougou nije grad u Egiptu?

Znaci li rije¢ “na” “ne” ako i samo ako Ouagadougou nije grad u Egiptu?
tako da iz Istinoljupfevog odgovora mozemo sigurno zakljuciti je li Ouagadougou grad
u Egiptu ili nije? Ako je moguce, navedite strategiju zaklju¢ivanja koja vodi na ispravan
zakljucak.

3. Rijesite prethodni zadatak uz pretpostavku da ste pitanje uputili Lascu.

4. Neka je X bilo koja tvrdnja (koja moZe biti ili istinita ili laZna). Pretpostavimo da
Istinoljubac i LaZzac razumiju, ali ne govore hrvatski jezik, te da smo to¢no jednom od
njih postavili to¢no jedno od sljedecih pitanja:

Znaci li “de” “da” ako i samo ako si ti LaZac ako i samo ako je X istinita tvrdnja?
Znaci li “de” “da” ako i samo ako si ti Istinoljubac ako i samo ako je X laZna tvrdnja?
Znaci li “de” “ne” ako i samo ako si ti Istinoljubac ako i samo ako je X istinita tvrdnja?

Znaci li “de” “ne” ako i samo ako si ti LaZac ako i samo ako je X istinita tvrdnja?
Znaci li “de” “ne” ako i samo ako si ti Istinoljubac ako i samo ako je X lazna tvrdnja?

Za svako od tih pitanja razmotrite postoji li strategija pomocu koje iz odgovora upitanog
boZanstva moZemo sigurno istinito zakljuciti je li X istinita ili lazna tvrdnja.

5. Rijesite prethodni zadatak uz uvjet da ste to¢no jedno od navedenih pitanja postavili
Slucéajcu (koji takoder razumije, ali ne govori hrvatski jezik).
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