John Milnor — dobitnik Abelove nagrade za 2011. godinu

Darko Veljan'
Iz biografije J. W. Milnora

Ove je godine Abelovu nagradu dobio americki matematicar
John Willard Milnor, profesor SveuciliSta Stony Brook u
saveznoj drzavi New York, roden 1931. godine u Orange, N.J.
Diplomirao je matematiku na SveuciliS§tu Princeton 1951., a
tri godine kasnije doktorirao. Do 1989. bio je profesor na
Princeton University, a kasnije stalni ¢lan ¢uvenog Institute for
Advanced Study.

O Abelovoj smo nagradi ve¢ pisali otkad ju je 2002. godine
ustanovila NorveSka akademija znanosti prigodom 200-te ob-
ljetnice rodenja velikog norveskog matematicara Nielsa Henryka Abela. Nagradu svake
godine dodjeljuje kralj Norveske jednome (ili najviSe dvojici) matemati¢ara uz novc¢ani
iznos od oko milijun ameri¢kih dolara (ili oko 750000 eura). O dosadaSnjim laureatima
vidi ¢lanke [1]-[4].

U najavi ovogodisSnje nagrade povjerenstvo za nagrade izmedu ostalog kaZe da Milnor
ne samo da je tvorac novih pojmova i idejni zacetnik mnogih novih teorija nego i
izvanredno darovit tumac, obja$njavac i pisac o suvremenoj i sofisticiranoj matematici.
Cesto je postavljao nove teske probleme o kojima se do tada nije gotovo niSta znalo niti
je o njima bilo ikakvih knjiga ili drugih zapisa. Zatim bi te duboke probleme sagledao
u potpuno novom svjetlu te ih rijeSio na samo njemu svojstven britak, jasan, elegantan
i lucidan nacin. Kao Sto poneki nadahnuti glazbeni skladatelj zna biti i karizmati¢ni
izvodac, tako je John Milnor istovremeno i pronalazac i tumac.

Milnor je i ranije dobio mnoga priznanja za svoja matematicka postignuéa. Tako
je jo§ 1962. godine dobio Fieldsovu medalju, te Wolfovu nagradu 1989. i jedini je
koji je dobio sve tri Steelove nagrade Americkog matematickog druStva i to 1982. za
znacajne doprinose u istraZivanju, 2004. za matematic¢ka tumacenja i prikaze u knjigama
i Casopisima te 2011. za Zivotno djelo. Glavna su podruc¢ja njegovih istraZivanja
topologija, geometrija, algebra i dinamicki sustavi. Njegova supruga Dusa McDuff
takoder je topolog i geometar.

Milnorovi ¢lanci i knjige odiSu legendarnom visokom kvalitetom i profinjenoscu
izlaganja tako da ih svatko iole upucen u problematiku moZe razumjeti. Navedimo
naslove samo nekih od njegovih knjiga — “klasika” (neke i u koautorstvu): Morse
Theory, Characteristic Classes, Topology from the Differential Viewpoint, Algebraic
K -theory, Dynamics in One Complex Variable.

Tim Gowers koji je na svecanoj dodjeli nagrade govorio o Milnorovom radu kazao
je da on (Milnor) ne samo da je dokazao neke Cuvene teoreme nego su i podrucja, u
kojima je dao bitne doprinose, vrlo raznolika te da je poznat i po tome da je izuzetno
darovit po vrhunskoj jasnodi i ljepoti u objaSnjavanju. Stoga se njegov utjecaj osjeca
posvuda u suvremenoj matematici.

I Autor je redoviti profesor u mirovini na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta u
Zagrebu; e-posta: darko.veljan@gmail.com
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Milnorovi matematicki radovi

U opisu Milnorovih radova najviSe ¢emo se zadrzati na njegovim doprinosima
geometriji i topologiji.

Zakrivljenost uzlova

Prvi doprinos matematici Milnor je dao kao 19-godi$nji student na Princetonu kada
je razrijesio sljedeci problem. Promotrimo u trodimenzionalnom prostoru (ili krace u
3D-prostoru) bilo kakvu zatvorenu krivulju, tj. koja pocinje i zavrSava u istoj tocki.
Kakvu ona ukupnu zakrivljenost mora imati?

PokuSajmo razjasniti to pitanje. Kad zaveZemo neko uZze
u uzao onda se ono mora negdje zavinuti ili drukcije receno
mora se zakriviti. U svakoj toc¢ki P tog uzla definiramo
njegovu zakrivljenost i to tako da gledamo najvecu kruZnicu
koja dira uzao u tocki P i ne dira ga nigdje drugdje u
blizini od P. Ako je r radijus te kruZnice onda je 1/r
zakrivljenost uzla u toj toc¢ki P. Sto je vedi radijus to je
manja zakrivljenost i obrnuto. Ukupna zakrivljenost uzla
dobije se tako da se nade prosjec¢na zakrivljenost, tj. zbroje
se (to¢nije integriraju) sve zakrivljenosti i pomnozZi se s
duljinom uzla. Ako je uzao kruZnica radijusa r, dakle, u
stvari nezauzlani (“trivijalni”’) uzao onda mu je u svakoj toc¢-
ki zakrivljenost 1/r, pa je ukupna zakrivljenost 2mr - 1/r = 2m. Ako se pak radi o
nekom netrivijalnom uzlu, npr. o “trolisnom uzlu” kao na slici, onda je intuitivno jasno
da bi se krivulja zauzlala treba joj da obide kruZnicu viSe od dva puta.

Slika trolisnog uzla

I doista, zamislimo 1i da smo u “srediStu” uzla onda ima smisla reéi da krivulja “ide
dvaput okolo”. Zato joj je zakrivljenost veca od 2-2m = 4x. To je i osnovna ideja kako
je Milnor dokazao da svaki netrivijalan uzao ima zakrivljenost vecu od 4. Prica se da
je Milnor taj problem vidio na ploc¢i zakasnivs$i na predavanje o uzlovima kod profesora
R. Foxa i rijeSio ga misleci da je to bio zadatak za domacu zadacu. Pritom se, navodno,
ispriao da nije znao rijeSiti ostalih Sest “zadataka” (otvorenih problema).

Mnogostrukosti

Jedan od najvaZnijih pojmova u matematici je mnogostrukost. U dimenziji dva to su
naprosto plohe. Primjerice, 2-dimenzionalne mnogostrukosti bez ruba su sfera, torus,
dvostruki torus itd.

Slika sfere, torusa i dvostrukog torusa

Osnovno im je svojstvo da svaka to¢ka ima malu okolinu u kojoj izgleda kao komad
papira, tj. kao ravnina (doduSe ne savrSeno ravna) i kazemo da je takva ploha “lokalno
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euklidska”. Dakle, geometrija na plohi u vrlo maloj okolini svake tocke ponaSa se i ima
sva svojstva obi¢ne geometrije kakvu znaju (ili bi trebali znati) ucenici srednjih Skola.
Takvu je geometriju zasnovao Euklid prije gotovo 2400 godina. No, ploha kao takva
globalno, tj. kao cjelina uopée nije euklidska. Primjerice na sferi, tocke su naprosto
tocke sfere, a “pravac” kroz dvije tocke je crta koja na najkraci nacin spaja te tocke, a
to je velika kruznica na toj sferi, tj. presjek ravnine odredene s te dvije tocke i centrom
sfere i same sfere. U toj geometriji, za razliku od euklidske nema paralelnih pravaca.
Npr. svaka dva meridijana okomita na ekvator sijeku se na sjevernom i juZnom polu.

Mnogostrukosti postoje u svakoj dimenziji, pa govorimo o npr. 12-dimenzionalnoj
mnogostrukosti (ili kratko 12-mnogostrukosti). One se mogu opisati na unutarnji nacin
bez pozivanja na okolni prostor u kojem ona Zivi (npr. 2-sfera u 3-prostoru kao skup
svih to¢aka u 3-prostoru jednako udaljenih od sredista).

U topologiji se proucavaju neprekidne transformacije (deformacije) jednog objekta
(“topoloskog prostora”) u drugi. I ako takva transformacija postoji, i ako je bijekcija,
¢iji je inverz takoder neprekidna, zovemo je homeomorfizam, a te objekte homeomorfnim
prostorima. Tako su kruZnica i elipsa homeomorfne, a kocka i kugla takoder, dok
npr. sfera i torus nisu homeomorfni. Kad se radi o n-mnogostrukostima moZemo reci
da svaka tocka ima okolinu homeomorfnu s n-dimenzionalnim euklidskim prostorom.
Takve objekte zovemo topoloske mnogostrukosti.

No, ako uzmemo u obzir diferencijalni i integralni racun (ili u engleskom Zargonu
“calculus”), onda kaZzemo da su dva objekta difeomorfna ako se mogu transformirati
jedan na drugi ne samo neprekidno nego StoviSe i “glatko” (tehnicki reeno postoje
neprekidne derivacije svakog reda).

Milnor je 1956. godine nasao izvanredno zanimljiv objekt-topoloski prostor koji
je homeomorfan, ali nije difeomorfan 7-dimenzionalnoj sferi. Takve je objekte
nazvao “egzotiCne sfere”, Otkri¢e egzotiCnih sfera izazvala je pravu malu senzaciju u
matematickom svijetu. Cinjenica da mnogostrukosti mogu biti homeomorfne, ali ne
i difeomorfne znaci da je diferencijabilna mnogostrukost pojam koji je sam po sebi
vazan i daje novi pogled na same topoloSke mnogostrukosti. S tim je Milnorovim
otkri¢em nastalo i novo podrucje istraZivanja u matematici: diferencijalna topologija.
Nakon otkrica egzoti¢nih sfera nadeno je i koliko ih ima na nekim sferama. Na 7-
dimenzionalnoj sferi ih ima 28, na 8-sferi dvije, na 12-sferi samo jedna-ona standardna,
na 15-sferi ih ima 16256 itd. Tek je 2009. godine nadena opca formula za sfere bilo
koje dimenzije (do 64 osim u dimenziji 4).

Hauptvermutung

“Hauptvermutung” je njemacka rije€ i znaci ‘“glavna
slutnja”. Problem je to iz 1908. godine i u njoj se pita imaju
li svake dvije triangulacije jedne mnogostrukosti zajednicko
profinjenje?

Evo u grubim crtama o ¢emu se tu radi. Triangulacija
neke 2-dimenzionalne mnogostrukosti je naprosto njezin
rastav na trokute (i kad ih je jako puno malih, kazat ¢emo

z

“trokutiéi’).

Triangulirati neku n-dimezionalnu mnogostrukost znaci
rastaviti je na simplekse dimenzije n. Za n = 3 to su
tetraedri (zadatak: moZe 1i se kocka triangulirati u pet Slika triangulirane sfere
tetraedara? U Sest oCito moze). Smatralo se da ¢e prouca-
vanje mnogostrukosti biti puno lakSe kad se pomnije prouci kako su trokuti (ili opéenito
simpleksi) posloZeni u triangulaciji. Zato bi bilo vazno da razlidite triangulacije daju
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isti zaklju¢ak o mnogostrukosti. Ako svaki trokuti¢ neke triangulacije rastavimo u
manje trokutice tako da opet dobijemo triangulaciju ¢itave mnogostrukosti, onda kazemo
da smo dobili profinjenje prvotne triangulacije (primjerice, ako u svakom trokuti¢u
povucemo sve tri teZiSnice, dobijemo profinjenje pocetne triangulacije). Imaju li, dakle,
svake dvije triangulacije zajedni¢ko profinjenje pita “hauptvermutung”. Milnor je 1961.
naSao protuprimjer. Godine 1982. nadena je 4-dimenzionalna mnogostrukost (s rubom)
koja se uopce ne moze triangulirati (M. Freedman).

Algebarska topologija

Milnor je bitno unaprijedio algebarsku topologiju. Geometrija i algebra su odavno
vrlo usko povezane matematicke discipline, a napose od doba Descartesa (17. st.) kada
se uvidjelo da se geometrijski likovi mogu opisati simbolima u koordinatnom sustavu,
kao na primjer jednadZba elipse i slicno. Algebarska topologija rabi algebru da se dobije
bolji uvid u geometrijsku ili topolosku strukturu mnogostrukosti i opéenitijih topoloskih
prostora, ali i obratno, geometrija sluzi i algebri. Vratimo se, primjerice uzlovima.
Nije sasvim lako strogo dokazati da se spomenuti trolisni uzao ne moze neprekidno
“razvuzlati” tako da postane nezauzlan, tj. kruZnica (krivulja koja se moZe neprekidno
deformirati u ravninu). Medutim, svakome se uzlu moZe pridruZiti izvjestan polinom
sa svojstvom da se ne mijenja dok god uzao neprekidno (bez trganja i lijepljenja)
razvlac¢imo po prostoru. Polinom trolista je razli¢it od polinoma kruZnice, pa tek tako
mozemo zakljuciti da se trolist ne moZe raspetljati (“razvuzlati”’) u 3-prostoru (ali moZe
u 4-prostoru).

U algebarskoj topologiji su vaZne tzv. klase homologije neke ¢vrste dimenzije, recimo
k. (MoZemo ih u nekom smislu zamiSljati kao podmnogostrukosti dimenzije k.) Sve
te klase homologije se na izvjestan nac¢in mogu ustrojiti u algebarski objekt koji se
zove grupa, a pridruzeni objekt topoloskom prostoru X zove se k-ta grupa homologije
od X. Duboke veze topologije i algebre te grane matematike koja se zove algebarska
geometrija (u kojoj su objekti rjeSenja algebarskih jednadzbi) Milnor je pronaSao u
razvoju algebarske K -teorije.

Kad ve¢ spominjemo algebru, kaZimo da je upravo na temelju jednog lijepog
Milnorovog (i Wolfovog) rezultata iz 1968., dobitnik Abelove nagrade za 2009. godinu
Mikhael Gromov dokazao 1981. rezultat poznat pod nazivom teorem o polinomijalnom
rastu za grupe.

Sfera se ne moZe pocesljati

Milnor je naSao i nove prekrasne dokaze poznatih Cinjenica i teorema. Jedan takav
je u zargonu poznat pod nazivom ‘“sfera se ne moZe poceSljati” ili u engleskom
matematickom Zargonu “hairy ball theorem”. Naime, je li moguce u svakoj tocki 2-sfere
u njenoj tangencijalnoj ravnini odabrati koordinatni sustav s ishodiStem u toj tocki i
pozitivne smjerove x-osi i y-osi tako da se te osi i smjerovi neprekidno mijenjaju
kad se tocka neprekidno giba po sferi? Odgovor je bio negativan i bio je poznat laki
dokaz rabeci algebarsku topologiju (Brouwer, 1912). Ali, Milnor je 1978. naSao lijepi
dokaz rabe¢i samo “calculus”. Ovdje valja istaéi da je Milnor jo§ 1958. dokazao da
su jedine paralelizabilne sfere dimenzija 1, 3 i 7. Dvodimenzionalna sfera, dakle, nije
paralelizabilna.

Poincaréova slutnja

Milnor je vjerojatno medu prvima od svjetskih eksperata koji je shvatio da je ruski
matematicar Grigorij Perelman 2005. dao korektan dokaz ¢uvene Poincaréove slutnje
stare viSe od 100 godina. Ta slutnja kaZe da je jednostavno povezana kompaktna
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3-mnogostrukost homeomorfna 3-sferi [5]. Inade, spomenimo ovdje da je Perelman za ta
postignuca odbio primiti Fieldsovu medalju kao ni nagradu Clayove fundacije koja daje
milijun dolara za rjeSenje svakog od sedam milenijskih problema koliko ih je preostalo
na prijelazu iz 20-og u 21. stolje¢e. O toj zanimljivoj i intrigantnoj temi vidi knjigu
novinarke New York Timesa Mashe Gessen, Perfect rigour, Icon Books, New York,
2011. Veé spomenuti Freedman je konstruirao i 4-mnogostrukost (bez ruba) i dokazao
da njezina triangulabilnost povladi negativan odgovor na Poincaréovu slutnju. No, iz
Perelmanova rezultata slijedi da se ni ova 4-mnogostrukost ne moZze triangulirati.

Dinamicki sustavi

Milnor se posljednjih 20-ak godina bavio i dinamickim sustavima i tu su njegovi
doprinosi izuzetni. Tipi¢no pitanje tu je naizgled vrlo jednostavno. Zadamo neku funkciju,
recimo kvadratni polinom f(x) = x> — 1 i uzmemo jednu to¢ku, xo (kompleksni broj)
i raGunamo rekurzivno vrijednosti f (xo), f(f(x0)), f(f (f (x0))), itd. Pitanje je kako
se ponaSa taj niz (kompleksnih) brojeva, teZi li on nekoj ¢vrstoj tocki ili titra izmedu
dviju tocaka ili u nekom podrucju kompleksne ravnine, ostaje li unutar nekog omedenog
podrucja ili postaje neomeden itd. Takva su pitanja u vezi s matematickom teorijom
kaosa i sa slikama poznatim kao fraktali i Mandelbrotovi skupovi koji su veé poznati i
izvan matematike. S dinamickim je sustavima u viSe kompleksnih varijabli puno teze
raditi nego s jednom varijablom, ali se i tu Milnor pokazao kao majstor i klju¢na osoba
u razvoju tog podrucja o kojem se unato¢ svemu i dandanas malo zna.

Zakljucak

Na pitanje smatra li sebe rjeSavacem problema ili pak tvorcem teorija, Milnor je rekao
da sebe smatra rjeSavacem (“problem solver”) i da nikad nije prvotno imao na umu
stvarati velike teorije, nego je pokusavao napraviti male korake i postavljati zanimljiva
pitanja ne znaju¢i odmah kuda ¢e ga to odvesti.

U svakom slucaju, John Milnor je jedan od najvecih matematicara u posljednjih
60-ak godina i to ne samo kao znanstvenik nego i kao i izvanredni komunikator
dubokih matematickih ideja. Stoga e se zasigurno svi matematicari sloZiti da je ovaj
istinski znanstveni velikan svojim radom i utjecajem na brojne generacije matematicara
nedvojbeno zasluZio Abelovu nagradu, pa mu i mi na tome iskreno Cestitamo. I na kraju,
mali osobni “§tih”. Autor ovog ¢lanka je magistrirao kod akademika Sibe MardeSica koji
mu je dao svoje zapise Milnorovih predavanja na Princetonu iz 1958./ 59. o diferencijalnoj
topologiji i karakteristicnim klasama. Doktorirao je kod bivSeg Milnorovog doktoranda
P. J. Kahna na Cornell University. Stoga mogu rec¢i da mi je Milnor znanstveni “djed”.
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