Machinova formula i izra¢unavanje broja = i

Jens Carstensen, Alija Muminagic¢

Godine 1706. matemati¢ar John Machin izrac¢unao je broj m na 100 decimala
koriste¢i jednu, malo neobi¢nu formulu
T _ farctg g — (1
— =4arctg - —arctg —.
4 £5 £239
Dat ¢emo tri dokaza ove formule i pokazati kako se njenom primjenom izracunava broj
.

1 1 1
Dokaz 1 (trigonometrijski). Stavimo x = arctg 5 tj. tgx = 5; y = arctg 239" tj.

1
tgy = 239 Sada imamo

dtgx — 4tgd x ~ 120

tgdx = —————F = —.
Y T 6@t tgtx 119
Adicijska formula za tangens daje
tgdx —tgy
tgdx —y) = ———— =
g(4x —) 1+ tgdxtgy
b 1 1 T
Dakle, 4x —y = 1 tj. 4~arctg§ —arctgﬁ =7
Dokaz 2 (planimetrijski). Promatrajmo dva E F H
kvadrata ABCD i BEFG s duljinama stranica
p 1 g, kao na slici 1, tako da je trokut g g
JBH jednakokracan i pravokutan, pri cemu
je IBHJ = 45°. Sa slike vidimo da je B G C
D . P—9q ..
tggBHC = — 1 tgJJHD = ili
¥ q ¥ P+q
% = YBHJ = {BHC — JJHD
:arctgl—)farctgu. P b
q P+q
Stavljajuéi p = 120 i g = 119 dobivamo
) 120 ) 1 T
arctg — —arctg — = —.
£119 £239 1
Da bismo dokazali formulu (1) moramo A 9 J P-4 D
120 Slika 1.

1
dokazati da je 4arctg 3= arctg 19"

Promotrimo sada na slici 2 kruZnicu k sa sredistem u tocki O i dijametrom AE.
Neka je B toCka na kruZnici k takva da je SBAE = 2x. Simetrala kuta {BAE sijeCe
duzinu BE u to¢ki C. Projekcije to¢aka B i C na dijametar AE ozna¢imo s F i D

i neka produZetak duzine BF, preko tocke F sijeCe kruznicu k u tocki G. Tada je
JEOG = 4x (<EOG = 24BAE, kao sredisnji i obodni kut).
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|BC|

U trokutu ABC je tgx = M, a
FG
u trokutu OFG je tg4x:%, pa
. IBC| . IFG|
je x=arctg——— 1 4x =arctg——.
|AB| |OF]|
| Dobivamo

: FG| BC]
\ / arctg —— = 4arctg ——-. 2
g |OF| g IAB] (2
ko Neka je sada |FG| = |BF| = 120 i
|OF| = 119. Iz pravokutnog trokuta
TG OFG, primjenom Pitagorinog poucka,

Slika 2. imamo

|0G| = /[FG]> + |OF* = 169,
pa je |AE| = 2169 = 338. Osim toga je |EF| = |OE| — |OF| = |OG| — |OF| =
169 —119=501i |BE| = \/|BF|2 + |EF|> = V1202 + 502 = 130.
Iz sukladnih trokuta ABC i ADC slijedi |AD| = |BA| = +/|AE|*> — |BE|*> =
V3382 — 130% = 312 i kona¢no
|FD| = |AD| — |AO| — |OF| = 312 — 169 — 119 = 24.
Kako su trokuti BFE i CDE sli¢ni, imamo

|CE|  |DE| |BE| — |BC|  |FE|— |FD| |BC|  |FD|
|BE|  |FE| |BE| o |FE]| |BE|  |FE|’
) |BE| - |[FD| 130-24 312 ) IBC| 1 .
dakl BC| = = ==, bog |BA| =312, — = =
odakle je |BC| FE| =0 = ba je zbog |BA| BA| 5 i

120 1
iz (2) kona¢no dobivamo arc tg 10 = 4arctg 5 (]

Dokaz 3 (pomocu kompleksnih brojeva). Promatrajmo kompleksne brojeve z =5 — i

i w=1+1i. Zanjih vrijedi: argz = farctgg 1argw = %

Rac¢unamo produkt:
Zw=(5-)"1+1i)=4(239 - i),
odakle dobivamo
arg(z'w) = 4argz + argw = arg(239 — i),

tj.

—4aret l+ff,arct L

8BS Ty T £239°

ili u obliku

4 argt lfa.lrct L*E
ges £230 ~ %

O
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Sada ¢emo jo§ pokazati Machinov postupak odredivanja broja x.
Za kompleksan broj x, |x| < 1, imamo

A |
l+x+2 4+ X ="
x—1
Kada n tezi u beskonacnost dobivamo
1
T+x4+2 4. +x"+... = :
1 —x
Supstitucija x = —#* daje
1
1 -2+ =+ = ——.
* * 1+7
MnoZenjem ovog izraza s dt i integriranjem u granicama od 0 do x, dobivamo
T dt 1, 15 x 1, 15
— = tgx=1t— -t - — ..., =X— = =X — ...
/01+t2 arctgx 3+5 0 =X 3x+5x

Iz formule (1) imamo:

1 1
= 16arctg ——4arctg —
T arc g5 arc g239

S ERIORIO BRI ERTERRE
S0 ) S () ) )

Uzmemo li prvih 6 ¢lanova iz prvog i zatim iz drugog reda, dobivamo 7 =~ 3.14159266.
Prvih 7 decimala je tocno.
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