Fermatov problem za konike

Zvonko Cerin!

SaZetak. Poznatom francuskom matematicaru Pierre de Fermatu se pripisuje
geometrijski problem u kojem se za tocke na polukruZnici nad stranicom specijalnog
pravokutnika kao dijametrom tvrdi da je zbroj kvadrata dviju duZina jednak kvadratu
te stranice. Na§ zadatak u ovom ¢lanku je pokazati da sli¢na tvrdnja vrijedi i za sve
tocke elipse kojoj je stranica pravokutnika glavni dijametar. Pored toga, vidjet ¢emo
da u toj konfiguraciji mnogi drugi odnosi i veliine ostaju invarijantne pri kretanju
tocke po toj elipsi. Dana su i dva primjera rezultata sli¢nih Fermatovom gdje se
umjesto (polu)kruznice i/ili elipse pojavljaju parabola i/ili hiperbola.

Uvod

U jednom pismu slavni francuski matematicar Pierre
de Fermat (koji je Zivio od 1601. do 1665.) postavio
je sljedeci geometrijski problem koji je privukao paZznju
njegovih suvremenika (vidi sliku 1).

Fermatov problem za polukruZnicu. Neka je P
tocka na polukruZnici kojoj je gornja stranica AB
AB
pravokutnika ABB'A’ dijametar. Neka je ||AA,|| = V2.
Ako segmenti PA’ i PB’ sijeku stranicu AB u tockama 4 B’
C i D, onda je |AD|* + [BC]* = |AB|*. Slika 1. Konfiguracija
Fermatovog problema.

Prema miSljenju mnogih znanstvenika, najveci od svih
matematic¢ara, Leonard Euler je u clanku [2] gotovo cijelo jedno stoljece kasnije dao
prvi dokaz Fermatovog problema za polukruZznicu. On je dugacak, staromodan (za
ono vrijeme), Cisto geometrijski i izbjegava analiticku geometriju (u kojoj je dokaz
jednostavan). Taj jednostavniji dokaz nedavno su nam predstavili Zeljko Hanjs i Vladimir
Volenec u [3]. Oni usput primjecuju da gornja jednakost |AD|? 4 |BC|? = |AB|? vrijedi
za sve tocke na kruZnici kojoj je stranica AB dijametar.

Nas cilj je proSititi Fermatov problem s kruZnice na elipsu. Umjesto tocke P na
polukruZnici nad stranicom AB kao dijametrom, promatrat éemo tocku P na elipsi kojoj

— AB [ 2
je segment AB glavni dijametar. Pokazat ¢e se da kada je ||AA’|| =\ 1= gdje e

oznacava ekscentricitet elipse, relacija |[AD|> + |BC|> = |ABJ? vrijedi za sve tocke P te
elipse. Kako je kruZnica specijalan slucaj elipse (kojoj je ekscentricitet e jednak nuli),
slijedi da smo na taj nacin dobili poopéenje (generalizaciju) Fermatovog problema.
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Da bismo to postigli, za elipsu, promatrat ¢emo malo opdéenitiju situaciju kada je
[AB|
A
m pojedini odnosi u promatranoj konfiguraciji ne ovise od polozZaja tocke P. Pored
toga, trebat éemo i refleksije (zrcalne slike) A”, B”, P’ to¢aka A’, B’, P s obzirom
na pravac AB kao i presjeke C’ i D' pravca AB s pravcima PA” (i/ili P’A’) i PB”
(i/ili P'B") (vidi sliku 2.).
A~ B”
P

omjer neki pozitivni realan broj m. Zapravo ¢emo traZiti za koju vrijednost broja

B (a,0) e

A'(-a-s) 4P Q(p.-s) B’
Slika 2. ProSirena Fermatova konfiguracija za elipsu.

Ovaj uvod zavrSavamo napomenom da veéina naSih rezultata dolazi u pridruzenim
parovima. Druga verzija, za koju nije potreban nikakav poseban dokaz, dolazi (npr. u
teoremu 1) zamjenom tocaka C i D u (b) to¢kama C’ i D’ (koje odgovaraju simetri¢noj
toc¢ki P’) u (c).

Fermatov problem za elipsu

Za tocke Py, P>, P3 i P4 u ravnini, definirajmo funkciju ¢ pravilom:
|P\P,|? + |P3Py?

PPy P3Py) = ——————~

@(P1P2, P3Py) B

S takvim oznakama, gornji Fermatov problem za elipsu je zapravo implikacija
(¢) = (D) u sljedecem teoremu. Neka je f = /1 — 2.

Teorem 1. Sljedece Cetiri tvrdnje su ekvivalentne:
(a) Omjer m duljina stranica pravokutnika ABB'A’ je jednak f_

(b) (AD,BC) = 1.

(c) o(AD',BC’) = 1.

(d) o(AD,BC) = @(AD',BC’).

Dokaz. Mi ¢emo koristiti analiticku geometriju jer ona omogucava jednostavan dokaz.
Neka ishodiste pravokutnog koordinatnog sustava bude poloviSte O stranice AB tako

da to¢ke A i B imaju koordinate (—a,0) i (a,0) za neki pozitivan realan broj a.
Fokusi elipse su u tockama Ag(—ae,0) i Bo(ae,0) dok je njena jednadZba standardna
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2 2 »2
z—z + Z—z =1, gdie je e = /1 — ) < 1 njen ekscentricitet i b = ay/1 —¢?> = af
2
manja poluos. Neka je s = 4
m
Koordinate to¢aka A’, B’, A” i B” su (—a,—s), (a,—s), (—a,s) i (a,s). Za bilo
koji realan broj ¢, uvedimo oznake u =1 — 2ov=1472,w =fm, z=fmt=tw,
N =v—z1i ¥ = v+z. Proizvoljna (bilo koja) toc¢ka P elipse ima koordinate (p, q) gdje je
2
p=—1igqg= ﬂ. Iz sli¢nih pravokutnih trokuta PVC i PQA’ na slici 2, vidimo da je
v my

- alp +a) _pimae a(u—2) apscisa to¢ke C. Sli¢no je D = M
q+s q+s ) )

,fawrd) N\ .o (alu-2) | 2 (w2 - 2)
= D = . AD, BC) — 1 =
C ( n ,0) i < n ,0). Jer je @(AD, BC) e ,
4rfvz (w? —2)
9212

70 k]

2 (w? =2
@(AD', BC')—1 = % i p(AD', BC')— @(AD, BC) =

(a), (b), (¢) i (d) su ekvivalentne. [

, tvrdnje

Na slici 3 se vidi kako se dokaz teorema 1
(za elipsu) moZe izvesti iz slicne tvrdnje za
pridruZenu kruZnicu (tj. iz Fermatovog problema).
Jer je elipsa afina slika kruznice, moramo samo
rastegnuti y-koordinatu svake to¢ke P na elipsi za

a .. . . o v ..
b da dobijemo pridruZenu to¢ku Q na kruZnici.

Toc¢ke A’ i B’ treba istovremeno pomaknuti prema
dolje za isti omjer do to¢aka X i Y. Tocke A,
B, C i D ostaju na miru pa su tvrdnje teorema 1
podudarne s analognim tvrdnjama za kruZnicu.

X Y
Slika 3. Elipsa i pridruZena kruZnica.

Invarijante Fermatove konfiguracije za elipsu

Sada kada je glavni cilj ostvaren, idemo dalje prouciti ovu zanimljivu geometrijsko-
dinamicku konfiguraciju. Zelimo otkriti &im je moguce viSe tvrdnji sli¢nih tvrdnjama
(b), (¢) 1 (d) koje bi se mogle ravnopravno pojaviti u teoremu 1. Drugacije kazano,
istrazujemo koje druge relacije i odnosi u Fermatovoj proSirenoj konfiguraciji za elipse
ostaju nepromijenjene (invarijantne) kada tocka P mijenja poloZaj na elipsi.

Mnoge od tih tvrdnji mogu se dobiti iz odgovarajuéih rezultata za kruZnicu iz
autorovog Clanka [1] koristeéi gore opisanu vezu elipse s kruZnicom. Zato ¢emo ovdje
samo objasniti naSe oznake i iskazati te tvrdnje a dokaze prepuStamo Citateljima za
vjezbu. NajlakSe je to uciniti analitickim pristupom uz pomo¢ racunala.

Zapod&injemo s dijagonalama trapeza A’B’DC 1i stranicama trapeza A’B'C’'D’ (kad je
tocka P iznad stranice AB).
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(e) (A'D,B'C) = ¢(A'D',B'C") =1 +f2.

Za razliCite tocke X i Y, neka X @ Y oznaCava srediste M=Y®X
kvadrata podignutog na duZini XY tako da trokut X(X® Y)Y
ima pozitivnu orijentaciju (suprotnu smjeru kazaljke na satu).
Ako je tocka X @ Y oznaena kao M, onda je M* oznaka X&—>7
za tocku Y @ X (vidi sliku 4).

Polovista G, H, G' i H' segmenata AC, BD, AC' i BD'
i vch N polukruZnice nad stranicom AB koristimo u sljedede
dvije tvrdnje. Drugacije iskazano, N = B@® A = (0,q). Slika 4. Dva sredista
Srediste O elipse (tj., poloviste segmenta AB; ishodiste kvadrata na duzini XY.
naSeg koordinatnog sustava) pojavljuje se u tvrdnji (g).

M=X®Y

(f) @(NG,NH) = ¢(NG',NH') =

(2) ¢(0G,0H) = ¢(0G', OH') =

A= BlW

Neka G,, Hy;, G' i H' budu tocke koje dijele segmente NG, NH, NG’ i NH' u
istom omjeru s # —1 (tj. NG, : GG =s: 1, itd.).

(h) 9(0G,, OH,) = p(0G!, OH!) = > +2
s K 59 s 4(S+ 1)2

. , , 3s°

(1) (P(NGMNH_,) = (P(NG“NHJ) = m

Neka su Ni, N2, N3 i N4 najviSe tocke polukruznica podignutih na segmentima AC,
BD, AC' i BD' iznad pravca AB. Drugacije receno, neka je Ny = C®A, N, =B®D,
N:=C ®A, Ny=BoD'.

- 3
() @(BN1, AN2) = @(BN3,ANy) = 3.

1
(k) (p<NN17NN2) = (P(NN3,NN4) = E

Sljedeca grupa tvrdnji isto koristi vthove Ni, N, N3 i N4. Ali, u njima nema
funkcije ¢.

() [NiN2| = [N3Ns| = |AN|.
(m) [N{N2|* + | NaN3|? + [N3Ng|? + [NaN1 > = 2 |AB|>.
Primijetimo da je |NyNj |* +|N;N;|? +|N5Ny|* +|NaNy|> = 2 |AB|? onda i samo onda
1 2
ako je m = ]7 Dakle, nije omjer m = T jedini koji ima neko geometrijsko znacenje
veé se mogu pojaviti i drugi omjeri.

Nekaje Ns =A@ D, No=C®B, Ny=A®D i Ny=C' @B.
1
(n) (AN, BNg) = @(ANy, BNs) = .

3
(O) (p(GN6,HN5) = (p(G/Ng,H/Nﬂ = Z

(p) @(NNs,NNs) = ¢(NN7, NNg) =

\ONON]
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U sljedece dvije tvrdnje koristimo sredista kvadrata podignutih na segmentima CD i
C'D'. Nekaje M\ =C®D iM,=C"pD'.

(@) [NMi| = |NM| =|AN]|.

1

(r) @(M\N1,M\N;) = ¢(M2N3, MaNy) = 3

Ove dvije tvrdnje su medu jednostavnijima.

(s) 2|AC||BD| = |CDJ*.

(t) 2|AC'| |BD'| = |C'D'|?.

Za bilo koju toc¢ku X u ravnini, neka su Gy, Gz, G3, G4, Gs i Gg teZista trokuta

ACX, CDX, DBX, AC'X, C'D'X i BD'X.

(u) 9(G2G1,G2G3) = 9(G5G4, GsGs) =

o —

Neka su U i V polovista segmenata CC' i DD’ .
(v) o(NUNV) =1.
1
(w) ©(0U,0V) = ¢(NgU,N5V) = 3
Nekaje W=U®YV.
(x) Srediste W leZi na kruZnici kojoj je segment AB dijametar.
1
(y) o(WN;, WN;) = 528 ie{l,3} ije{2,4}.

(z) (W*N,WN) =1.
(al) Pravci WN; i WN, su okomiti.
(bl) Pravci WN3 i WN, su okomiti.

Nekaje Kj =B®N;, K =N, DA, K3 =B® N3, Ky = Ny DA. Te se tocke mogu
opisati jednostavnije. Sve imaju istu visinu kao i tocka N a vertikalno su iznad tocaka
Ng, N5, Ng, N7. U sljedece tri tvrdnje pojavljuju se pomalo neobi¢ni brojevi.

3
(c1) Q(A'Kx, B'K)) = 9(A'Ky, B'K;) = T +fV2+[>.
(d1) p(A'K;,B'K}) = p(A'K}, B'K3) = % — V2452

Neka su S; i 77 oznake za polovista segmenata A’C i B'D. Sli¢no, nekasu S, i T»
poloviSta segmenata A’C’ i B'D’.

3 3 g2
(e1) 9(NS|,NTy) = @(NS2,NT) = 5 +f_;f +f4
g2
(f1) @(0S,,0T;) = ¢(0S,,0T,) = PR

Za tocke X i Y, neka oY oznacava refleksiju tocke X u tocki Y. Neka je Q = 0%,
R= Qg, Ql = 92/7 R = Qg/‘

(g1) 9(A'Q,B'R) = (A'Q',B'R') =4+ f*.

Fokusi Ay i By elipse se pojavljuju u posljednje dvije tvrdnje. Neka je n; = C @ Ay,
ny =By @& D, ng=C @Ay, ng =By ®D'. Neka su I i J polovista duZina NM; i
N3 .
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342e+¢?
(hl) (p(Anz,Bnl) = (p(An4,Bn3) = f

. 322
(11) (,D(A(]I, B()I) = (p(A()J,B()J) = 4 f .

Zajednicka svojstva

Naravno da postoje mnoga svojstva Fermatove prosirene konfiguracije za elipsu koja
vrijede za sve omjere m duljina stranica pravokutnika ABB’A’. Evo jednog primjera
takvih svojstava.

Teorem 2. Trokuti ADP i BCP imaju zajednicki ortocentar (sjeciste visina — okomica
na stranice kroz nasuprotne vrhove). laj ortocentar leZi na kruznici kojoj je segment
CD dijametar onda i samo onda ako je f =1 (tj., ako je elipsa krunica).

Trokuti AD'P i BC'P imaju zajednicki ortocentar koji ¢ée leZati na kruZnici kojoj je
segment C'D’ dijametar onda i samo onda ako je f = 1.

Dokaz. Lagano se provjeri da ortocentri oba trokuta ADP i BCP imaju koordinate

au 2amt’

v’ v )

Ako je K poloviste segmenta CD i L je ortocentar trokuta ADP, onda je
da’m* it (f — 1 1

o V22
kojoj je CD dijametar) onda i samo onda ako je f =1. O

. Dakle, |CK| = |KL| (. L je na kruZnici

Fermatov problem za parabolu

Postoji li tvrdnja slicna teoremu 1 u kojoj se umjesto elipse pojavljuje parabola?
Odgovor nam daje sljedeci teorem (vidi sliku 5).

Slika 5. Fermatov problem za parabolu.

Teorem 3. Neka je P bilo koja tocka parabole kojoj je srediste N* kvadrata ABB'A’
fokus a pravac A’B’ direktrisa. Ako pravci A'P i B'P sijeku pravac AB u tockama C i
D onda je ¢(AD, BC) = 2.

Dokaz. Koordinate tocaka A, B, A’, B' i N* su (—1,0), (1,0), (—1,-2), (1,-2)
i (0,—1). Proizvoljna (bilo koja) to¢ka P parabole ima koordinate (p, q). Iz sli¢nih
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2
pravokutnih trokuta PVC i A’AC na slici 5, vidimo da je P4 apscisa tocke C.

83+2g—p?)
(g +2)°
strane, po definiciji parabole mora biti \/(p —0)2 + (¢ — (—1))2 = /(g — (-2))* (4.

udaljenost tocke P do fokusa N* je jednaka njenoj udaljenosti do direktrise). Prema
2

3
tome jednadZzba parabole je y = % — 5 pa je doista @(AD,BC) =2. O
Mozete li pronadi jo§ koju invarijantu ove konfiguracije pored tvrdnji da za sve
tocke parabole vrijedi @(AN,,BN;) = 2, @(A'D,B'C) = 4, o(N*G,N*H) = 1,

1. x x 5

2
Sticno je D = 214
q+2

,O). Dakle, 2 — ¢(AD, BC) = S druge

Fermatov problem za hiperbolu

Clanak zavriavamo problemom za Citatelje koji pokazuje da i hiperbola moZe imati
sli¢no svojstvo kao i kruznice, elipse i parabole u odnosu na neki pravokutnik.

Na slici 6 je prikazan pravokutnik ABB’A’ s vrthovima A(—-2,1), B(2,1), A'(-2,—-1),
B'(2,—1) i hiperbola x> — 2(y + 3)?> = 12. Za bilo koju tocku P te hiperbole vrijedi
©(AD,BC) = 3, gdje su C i D presjeci pravca AB s pravcima A'P i B'P.

LICAIN

Slika 6. Fermatov problem za hiperbolu.
MozZete li pronadi neku invarijantu ove konfiguracije? Postoji li jo§ neka hiperbola i
1
pravokutnik ABB’A’ tako da @(AD, BC) ima vrijednost 4 ili 7 ?

Napomena. Ovaj Clanak i referenca [1] dostupni su na autorovoj WEB stranici
www.math.hr/~cerin.
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