Jedno svojstvo Pascalovog trokuta i
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Pascalov trokut

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
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ima mnoga zanimljiva svojstva. Npr. element C(6,3) = 20 okruZen je elementima 10,
10, 15, 15, 35, 35. Umnozak tih elemenata je kvadratni broj (10 - 15 - 35)2 = 52502.

Element C(7,3) = 35 je okruZen elementima 15, 20, 21, 35, 56, 70 i njihov umnozak
je 15-20-21-35-56-70 = (29400)>.

Element C(8,5) = 56 je okruZen elementima 35, 21, 70, 28, 126, 84 i njihov
umnoZak je 35-21-70-28- 126 -84 = (123480).

Postavlja se pitanje da li svaka Sestorka binomnih koeficijenata, koji okruZuju neki
element Pascalovog trokuta, ima svojstvo da je njihov umnozak kvadrat prirodnog broja?

Da bismo odgovorili na to pitanje, za binomni koeficijent C(n,k) promotrimo
njegovih Sest susjeda.

Lijevo od C(n, k) se nalazi C(n,k — 1), a desno od C(n, k) se nalazi C(n,k + 1).

Izmedu C(n,k—1) i C(n, k) unizem redu se prema svojstvu Pascalovog trokuta nalazi
binomni koeficijent C(n,k — 1) + C(n,k) = C(n + 1,k). Analogno se izmedu C(n,k) i
C(n, k+1) unizem redu nalazi binomni koeficijent C(n, k)+C(n,k+1) = C(n+1,k+1).

Takoder se iz svojstva binomnih koeficijenata zakljucuje da su dva gornja elementa
spomenute Sestorke binomni koeficijenti C(n — 1,k—1) i C(n — 1,k).

Umnozak ovih Sest binomnih koeficijenata jednak je

Cln—Lk—1)Cn—1,k)C(nk—1)C(nk+1)Cn+ 1,k)C(n+ L,k + 1),
Ili izraZen faktorijelima
(n—1)!(n—1)n!n! (n+1)!(n+1)!
(k=) (n—k) k! (n—k— 1)1 (k— 1) (n—k+ 1) (k+ 1) (n—k—1) k! (n—k—+ 1) (k+1)! (n—k)!

odakle je vidljivo da se i u opcenitom slu¢aju radi o kvadratu prirodnog broja, s obzirom

da se svaki element oblika x! u brojniku i nazivniku pojavljuje dva puta. Ovaj broj je
kvadrat broja

(n+ Dnl(n—1)!
Kn—k+Dlk+1D)!n—k—1k—=1)!(n—k)!
i to je umnozak tri binomna koeficijenta: C(n + 1,k), C(n,k+ 1), C(n— 1,k —1).
Provjerimo ovaj rezultat na tri gornja primjera funkcijom definiranom sa
o(n,k) =Cn+ 1,k)C(n,k+ 1)C(n — 1,k—1).

Element C(6,3) = 20 je okruZen elementima ¢iji je umnozak jednak 5250°. S druge
strane vrijedi

©(6,3) =C(6+1,3)C(6,3+1)C(6 —1,3—1)
= (C(7,3)C(6,4)C(5,2)
=35-15-10 = 5250.
Element C(7,3) = 35 je okruZen elementima ¢iji je umnozak jednak 29 4002, dok je
©(7,3)=C(7T+1,3)C(7,3+ 1)C(7—1,3—1)
= C(8,3)C(7,4)C(6,2)
=56-35-15=29400.
Element C(8,5) = 56 je okruZen elementima ¢iji je umnoZak jednak 123480, a
©(8,5)=C(8+1,5)C(8,5+1)C(8 —1,5—1)
=((9,5)C(8,6)C(7,4)
=126-28-35 = 123480.
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