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53. drzavno natjecanje iz matematike
Porec 25.-27. travnja 2012.

Ovogodis$nja sezona matematickih natjecanja otvorena je 14. veljace 2012., kada
su odrzana Skolska (odnosno gradska) natjecanja. Tocno cetiri tjedna kasnije, 13.
ozujka, odrZana su i Zupanijska natjecanja. Nakon toga, na temelju rezultata Zupanijskih
natjecanja, odredeni su ucenici koji ¢e sudjelovati na Drzavnom natjecanju.

Zadatke za sve razine natjecanja prireduje Drzavno povjerenstvo koje se sastoji od tri
potpovjerenstva s po 20-ak ¢lanova: za osnovne Skole, srednje Skole A varijante i srednje
Skole B varijante. Njihov rad uspjesno je koordinirala tajnica drZavnog povjerenstva,
Anica Kovac, prof., visa savjetnica Agencije za odgoj i obrazovanje, koja je obavila
velik dio posla oko organizacije $kolsko/ gradskog, Zupanijskog i drZavnog natjecanja.

Drzavno natjecanje iz matematike za ucenike osnovnih i srednjih Skola ove je godine
odrzano u Porecu. Okupilo se to¢no 300 ucenika: njih 105 iz osnovnih $kola (V. — 26,
VI. — 25, VII. — 27, VIII. — 27), 103 iz srednjih $kola A varijante (I. — 24, II. — 23,
II. — 28, IV. — 28) i 89 iz srednjih Skola B varijante (I. — 22, II. — 22, III. — 23, IV.
— 22), te tri uCenika iz Bosne i Hercegovine koja su se natjecala izvan konkurencije s
ucenicima B varijante.

Bili smo smjeSteni u prostranom hotelu Delfin u blizini Poreca. Prekrasno proljetno
vrijeme nastojali smo iskoristiti za Setnje, iako je posla puno, a natjecanje traje vrlo
kratko.

Prvog dana odrzan je sastanak DrZzavnog povjerenstva i obavljene su posljednje
pripreme za sutraSnje natjecanje. NaveCer je u kongresnoj dvorani hotela odrzano
sveCano otvaranje. Prisutnima su se obratili: Edi Zarli, ravnatelj Osnovne $kole Porec,
Fatricija Smoljan, proCelnica Upravnog odbora za obrazovanje, sport i kulturu Istarske
Zupanije, NataSa Basani¢ Cus, dogradonacelnica Poreca, prof. dr. Viadimir Volenec,
predsjednik DrZavnog povjerenstva i Vinko Filipovi¢, ravnatelj Agencije za odgoj i
obrazovanje. Samo natjecanje otvorio je Patrik Matosevié, ucenik 7. razreda Osnovne
Skole Pore¢ koji je i sam uspjeSan natjecatel;j.

Samo natjecanje odrZzano je u Osnovnoj Skoli Pore¢, a u isto vrijeme za mentore
iz osnovnih i srednjih Skola organizirana su predavanja. Poslijepodne je za ucenike i
mentore organizirano razgledavanje Poreca. Povjerenstvo je pak prionulo na posao —
pregledavanje i ocjenjivanje ucenickih rjeSenja. Navecer su mnogi ucenici iskoristili
svoje pravo na Zzalbu pa je njihovo rjeSavanje potrajalo. U kasnim vecernjim satima
Drzavno povjerenstvo je potvrdilo kona¢nu rang listu i odlucilo o nagradama. Po
ve¢ ustaljenim pravilima odabrano je 22 ucenika koji ¢e tokom svibnja sudjelovati na
Hrvatskoj matematickoj olimpijadi u borbi za mjesto u ekipama za 53. medunarodnu
matematicku olimpijadu u Argentini i 6. srednjoeuropsku matematicku olimpijadu u
Svicarskoj.

Posljednjeg dana ujutro je odrzan Okrugli stol o matemati¢kim natjecanjima. Nakon
toga student fizike Ivica Kici¢, predstavio je projekt Skoljka, online arhivu zadataka iz
matematike (dostupno na http://www.skoljka.org).
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Na sveanom proglasenju predsjednik drzavnog povjerenstva, prof. dr. Vladimir
Volenec, urucio je najboljim mladim matemati¢arima priznanja i skromne nagrade, dok
su po tri najbolja u svakom razredu dobila plakete. Osnovnoskolcima je uruceno 9
prvih, 9 drugih i 15 tre¢ih nagrada, dok je 24 ucenika bilo pohvaljeno. Za srednje Skole
je podijeljeno 6 prvih, 9 drugih, 15 trecih nagrade i 15 pohvala za A varijantu, odnosno
5 prvih, 10 drugih, 7 tre¢ih nagrada i 15 pohvala za B varijantu.

Nagrade i pohvale

A varijanta

I. razred

Ivan Lazarié¢, Gimnazija Pula, Pula (I. nagrada); Nikola Salgaj, Prva gimnazija
VaraZzdin, VaraZzdin, Vedran Mihal, Gimnazija “Matija Mesi¢”, Slavonski Brod (II.
nagrada); Lucija Fioretti, Gimnazija Pula, Pula, Maja Pucek, Druga gimnazija Varazdin,
Varazdin, Josip Pupié¢, XV. gimnazija, Zagreb, Ivana Durdek, Prva gimnazija Varazdin,
Varazdin, Kristijan Vukeli¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb (III. nagrada); Pasko
Majcenovié¢, Gimnazija Franje Petria, Zadar, Jakov Krunié, 1Il. gimnazija, Split, Josip
Mohler, Gimnazija, PoZega (pohvala).

II. razred

Vlatko Crnkovié, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Viatka Vazdar, XV. gimnazija,
Zagreb, Mihael Erakovié¢, Gimnazija Andrije Mohoroviciéa, Rijeka (II. nagrada); Erik
Banek, V. gimnazija, Zagreb, Mislav Balunovi¢, Gimnazija “Matija Mesi¢”, Slavonski
Brod, Mislav Bradac¢, V. gimnazija, Zagreb (IIl. nagrada); Filip Basi¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Mato Manovié¢, Gimnazija, Pozega, Jurica Ivekovié-Pontoni, Gimnazija Cakovec,
Cakovec, Tomislav Buhinicek, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

III. razred

Domagoj Cevid, V. gimnazija, Zagreb, Mihael Marovi¢, XV. gimnazija, Zagreb
(I. nagrada); Borna Vukorepa, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Filip Hrenic,
Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Roko Zaja, Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar, Vedran
Stipeti¢, V. gimnazija, Zagreb, Aleksandar Bulj, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka
(III. nagrada); Ivan Porin Toli¢, V. gimnazija, Zagreb, Andrija Dujakovi¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Albert Skegro, V. gimnazija, Zagreb, Zvonimir Jurelinec, XV. gimnazija, Zagreb,
Marin Tomié, V. gimnazija, Zagreb, Roko Kokan, Ill. gimnazija, Split (pohvala).

IV. razred

Matija Buci¢, XV. gimnazija, Zagreb, Tomislav Bujanovi¢, XV. gimnazija, Zagreb (1.
nagrada); Luka Filipovié¢, XV. gimnazija, Zagreb, Matija Milisi¢, XV. gimnazija, Zagreb,
Verner Vlaci¢, Gimnazija Andrije Mohorovici€a, Rijeka, Luka Skori¢, XV. gimnazija,
Zagreb (II. nagrada); Franjo Palajsa, Gimnazija Karlovac, Karlovac, Tomislav Tunkovic,
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Boris Juras, XV. gimnazija, Zagreb (III.
nagrada); Mislav Kerner, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Jure Ratkovic,
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb (pohvala).
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B varijanta

I. razred

Marta Han, Srednja Skola fra Andrije Kaci¢a Miosi¢a, Makarska, Iva Brnié, 11
gimnazija, Zagreb (I. nagrada); Mia BilandZija, Klasi¢na gimnazija fra Marijana
Lanosovica s pravom javnosti, Slavonski Brod, Ivan Miosic, SS fra Andrije Kacica
Miosica, Ploce (II. nagrada); Denis NeSic, SS Hrvatski kralj Zvonimir, Krk (III. nagrada);
Andela Stani¢, SS fra Andrije Ka¢i¢a Miogi¢a, Makarska, Ivan Radilj, Gimnazija Matija
Antuna Reljkovi¢a, Vinkovci, Ivan Ratkovi¢, Elektrostrojarska Skola, Varazdin (pohvala).

II. razred

Davor Penzar, Klasi¢na gimnazija, Zagreb (I. nagrada); Dolores Sebalj, Gimnazija
Karlovac, Karlovac, Domagoj Lasié¢, 1I. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Vasilije
Petrovi¢, Gimnazija Beli Manastir, Beli Manastir, Nikola Vrbanié, Elektrostrojarska
Skola, Varazdin (III. nagrada); Ante Ravli¢, Srednja Skola fra Andrije Kacica MioSica,
Makarska, Tomislav Vojvodi¢, TSS-S.M.S.1. Dante Alighieri, Pula, Dominik Stanojevic,
Gimnazija Andrije Mohorovi¢i¢a, Rijeka, Ines Horvat, Gimnazija Cakovec, Cakovec,
Maroje Marceli¢, Gimnazija Jurja Barakovica, Zadar (pohvala).

III. razred

Ivan Ceh, Srednja $kola Buzet, Buzet (1. nagrada); Maga Raji¢, Gimnazija i strukovna
tkola Jurja Dobrile Pazin, Pazin, Luka Cigler, Gimnazija Cakovec, Cakovec, Ivana
Kovacevié¢, Gimnazija Vehka Gorica, Velika Gorica (IL nagrada) Iva Manojlovié,
Gimnazija Bernardina Frankopana, Ogulin, Maja Zitko, 1. gimnazija, Zagreb (III.
nagrada); Ivan Brezovec, Srednja Skola Ivanec, Ivanec, Demijan Juri¢, Gimnazija Sisak,
Sisak, Katarina Veleglavac, Gimnazija Antuna Vranéiéa, Sibenik (pohvala).

IV. razred

Borna Biéanié, Gimnazija, Gospi¢ (I. nagrada); Andreja Viahek, SS Zlatar, Zlatar,
Mario Vretenar, Srednja Skola za elektrotehniku i raCunalstvo, Rijeka, Mirjana Juki¢
Braculj, Gimnazija Dinka Simunovica, Sln] (II nagrada); Sasa Smrk, Gimnazija
Cakovec, Cakovec, Marko Domiter, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin (III. nagrada);
Matko KuSeni¢, Gimnazija, Nova Gradiska, Ivan BiocCic, SS Sesvete, Sesvete, Leon
Rokié, SS Petrinja, Petrinja, Jelena Andriji¢, SS Blato, Blato (pohvala).

Zadaci s drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred

1. Odredi sve parove (x,y) cijelih brojeva za koje vrijedi
6x°y* — 4y? = 2012 — 3x°%,

2. Dokazi da za sve realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

1
§(a+b+c)2§a2+b2+c2+2(a—b+1).

3. Svaka znamenka prirodnog broja n (osim prve) strogo je veéa od znamenke koja
se nalazi neposredno lijevo od nje. Odredi zbroj svih znamenaka broja 9n.
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4.

Neka je trokut ABC s tupim kutom kod vrha B, neka su D i E polovista stranica
AB i AC redom, F to¢ka na stranici BC takva da je SBFE pravi, te G to¢ka na
duZini DE takva da je kut XBGE pravi.

Dokazi da to¢ke A, F i G leze na istom pravcu ako i samo ako je 2|BF| = |CF]|.

. Azraje zamislila Cetiri realna broja i na plocu zapisala zbrojeve svih mogucih parova

zamisSljenih brojeva, a zatim obrisala jedan od tih zbrojeva. Na ploci su ostali brojevi
—-2,1, 2,31 6. Koje je brojeve Azra zamislila?

II. razred

1.

2.

III. razred
1.

Neka je x realan broj takav da su x> —x i x* — x cijeli brojevi. Dokazi da je x

cijeli broj.
Odredi sva realna rjeSenja jednadzbe
4x* —20|x] +9 =0,
gdje je s |x| oznaCen najvedi cijeli broj koji nije veci od x.
Jednakokra¢nom trokutu ABC (|AB| = |AC|) opisana je kruZznica. Tangente te
kruZnice s dirali§tima u to¢kama A i C sijeku se u to¢ki D. Ako je <DBC = 30°,
dokazi da je trokut ABC jednakostrani¢an.
DokaZi da za pozitivne realne brojeve a, b i ¢ za koje je a+ b + ¢ < 3 vrijedi
a-+1 b+1 c+1

aa+2) o1 Teler = F

Moze li skaka¢ obiéi ploc¢u dimenzija 4 x 2012 i

vratiti se na polazno polje tako da pritom stane na > >
svako polje to¢no jednom?

Skakac je figura koja se krece kao u Sahu: s polja X X
oznacenog kruZiéem moZe se pomaknuti na jedno o

od osam polja oznacenih kriZi¢ima (ako je to polje X X
na ploci). X X

DokaZi da ne postoji prirodni broj n > 2 takav da je funkcija
f(x) = cos(xV/1) + cos(xV/2) + -+ - + cos(xy/n)

periodi¢na.

Neka je ABC trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je D tocka na stranici AC
i E tocka na duzini BD tako da vrijedi JABC = 4DAE = JAED. Dokazi da je
|BE| =2|CD|.

Za dani prosti broj p odredi sve cijele brojeve n takve da je \/n? + pn cijeli broj.

Duljine stranica Cetverokuta su cjelobrojne, a svaka od njih je djelitelj zbroja
preostalih triju duljina. DokaZi da su bar dvije stranice tog Cetverokuta sukladne.

Na ploci su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i
b koji se nalaze na ploci, obriSemo ih i umjesto njih zapiSemo brojeve 3a — b i
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13a — 3b.
Ako su na pocetku na ploci brojevi 1,2,3,4,...,2011,2012, mogu li se nakon
kona¢nog broja koraka na ploci nalaziti brojevi 2,4, 6,8, ...,4022,4024?

IV. razred

1. a) Neka su x i y realni brojevi takvi da su x +y, x*> +y? i x* +y* cijeli brojevi.
Dokazi da je broj x" + y" cijeli za svaki prirodni broj n.
b) Nadi primjer realnih brojeva x i y koji nisu cijeli, takvih da su x +y, x*> +y?
i x* 4+ y* cijeli brojevi.
¢) Nadi primjer realnih brojeva x i y koji nisu cijeli, takvih da su x +y, x* + y?
i x>+ cijeli, ali x* + y* nije cijeli broj.

2. Neka su p; i g cijeli brojevi takvi da jednadzba x*> 4 pix +¢q; = 0 ima dva
cjelobrojna rjeSenja. Za svaki n € N definiramo brojeve p,1; i g,+1 formulama

1
Pn+l = Pn + 17 dnt1 = qn + Epn

Dokazi da postoji beskonaéno mnogo prirodnih brojeva n za koje jednadZba
x? 4+ ppx + g, = 0 ima dva cjelobrojna rjeSenja.

3. Dan je trokut s ortocentrom H i srediStem opisane kruznice O. Ako je mjera
jednog kuta trokuta 60°, dokaZi da je simetrala tog kuta okomita na pravac OH.

4. Neka su n i d prirodni brojevi takvi da d dijeli 2n*. Dokazi da broj n? + d nije
potpun kvadrat.

5. Za dva polja tablice 10 x 10 kaZemo da su prijateljska ako imaju barem jedan
zajednicki vrh. U svako polje tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili
jednak 10, tako da su brojevi u prijateljskim poljima relativno prosti. Dokazi da
postoji broj koji se pojavljuje u toj tablici barem 17 puta.

Zadaci s drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred

1. Kratka poznanstva nisu uvijek najpouzdanija. Zato Barbara nije odmah izravno
rekla broj svoga telefona novom prijatelju Luki, ve¢ je njegovoj Zelji udovoljila na
zaobilazni nacin: “Imam dva telefona. Brojevi tih telefona su Sesteroznamenkasti
brojevi sa sljede¢im svojstvima. U njihovom je dekadskom zapisu troznamenkasti
broj na pocetku dvostruko manji od troznamenkastog broja na kraju. Zbroj tih
dvaju troznamenkastih brojeva je broj izmedu 800 i 850. Sva tri troznamenkasta
broja sastavljena su od 9 razlicitih znamenaka.”

Pomozite Luki i odredite o kojim se telefonskim brojevima radi.

2. U skupu realnih brojeva rijesite jednadzbu:

fO)+f2-x) =2,

Il x< 1
f(x){Z—x, x>1"

gdje je
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3. Dokazite da je e +f < 2a+h, gdje su e i f duljine dijagonala romba, a duljina
stranice, a h duljina visine romba.

4. U pravokutnom trokutu ABC, s pravim kutom u vrhu C, duljina stranice BC
iznosi a, a mjera nasuprotnog kuta je 30°. Tocka S je srediste trokutu upisane
kruZnice, a tocka D je poloviste hipotenuze. Dokazite da je |CS| = |DS| i odredite
polumjer upisane kruznice.

5. U posudi, koja nije puna do vrha, nalazi se otopina koja sadrzi 85% alkohola.
Posudu dopunimo do vrha s otopinom koja sadrzi 21% alkohola i dobro
promijeSamo. Ako odlijemo toliko tekuc¢ine koliko smo dolili i ponovimo postupak
(opet ulijemo 21% otopinu alkohola), dobit ¢emo otopinu koja sadrzi 70%
alkohola. Koliko alkohola sadrZi otopina nakon prvog dopunjavanja? Koliki je dio
posude bio ispunjen otopinom prije prvog dopunjavanja?

II. razred

1. Rijesite jednadzbu
31+4x+2x2 + 21+4x+2x2 —_5.6"t2)

2. Odredite sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi z* = Z.

3. Gradski je trg oblika pravilnog osmerokuta. Gradsko je vijece odlucilo urediti
trg i unutar njega postaviti fontanu. Majstoru Matku nisu znali reéi gdje treba
staviti srediSte fontane, ve¢ su mu rekli: “Ako srediSte fontane spojimo s vrhovima
osmerokuta, dobivenih osam trokuta treba poploc€iti naizmjence crnim i bijelim
plo¢icama, tako da je ukupna povrSina poplocena crnim plo¢icama jednaka ukupnoj
povrsini poplocenoj bijelim plo¢icama.” Majstor Matko je ipak trazio da mu kazu
to¢no mjesto, jer tvrdi da je njihov zahtjev ispunjen gdje god da unutar trga postavi
fontanu. DokaZite da je majstor u pravu.

4. Odredite sve sedmeroznamenkaste brojeve oblika 2012xyx koji su djeljivi sa 72.

5. AB i CD su dvije medusobno okomite tetive kruZznice polumjera 10 cm. Dva
promjera te kruznice, jedan kroz to¢ku A, a drugi kroz to¢ku B, dijele tetivu CD
na tri jednaka dijela. Odredite sinus manjeg obodnog kuta nad tetivom CD, ako
je duljina tetive AB jednaka 16 cm.

III. razred

1. Rijesite nejednadZzbu

2

sin® x — 2sin2x + 3 cos® x

T
>0, akoj T
1 — sin2x ako je x| < 3

2. Neka je skup A = {n:n €N, n < 101}. Koliko ima &etvero¢lanih podskupova
skupa A kojima je razlika najveceg i najmanjeg elementa jednaka 127

3. Rijeite jednadzbu x'°%° — 5. 6% V¥ — ¢,

4. Grupa je djece nasla drvenu plocu u obliku cetverokuta i odlucila je iskoristiti
za igru “pikado”. Kako je meta neobi¢nog oblika, trebalo je prilagoditi pravila
igre. Upitali su za savjet Markovog starijeg brata, dobrog matematic¢ara. On je
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nes$to mjerio, racunao, pisao ...i doSao do vaZnog zakljucka. Ustanovio je da
postoji tocka O jednako udaljena od svih stranica Cetverokuta. Zatim je podijelio
plocu na podrucja tako da je nacrtao spojnice tocke O sa svim vrhovima A, B,
C, D. Podrucjima je dodijelio bodove obrnuto proporcionalno njihovoj povrsini.
Koje podrucje donosi najviSe bodova i zaSto? Markov je brat dodao uvjet da se
bodovi dobivaju samo ako udaljenost od pogodene tocke T do tocke O nije veca
od udaljenosti tocke O do bilo koje stranice ploce. Odredite omjer povrsina onog
dijela ploce koji ne donosi i onog dijela koji donosi bodove.

Markov je brat izmjerio ove vrijednosti |AB| = 5 dm, |BC| = 3 dm, |AD| = 4 dm,
|XBAD| = 60°.

5. Jednakokra¢nom trokutu kojemu je duljina kraka b = 10 cm, a mjera kuta izmedu
krakova a = 30°, opisana je kruZznica. Neka je ¢ tangenta te kruZnice koja je
paralelna s visinom na osnovicu. Izracunajte obujam tijela koje nastaje rotacijom
danog trokuta oko tangente 7.

IV. razred

1. Ako je

(o) = ——BE__ (7o) = e
= e} =

f (logy x logy 3 x —log 5x ' s =

koliko je g(In2)?

o
2. Ako je z+z ! =2cos ———, odredite o za koji je 72012 + 772012 = 1.

2012
3. U romb, kojemu je duljina stranice a i mjera $iljastog kuta «, upisana je kruZnica.
Dokazite da je zbroj kvadrata udaljenosti od proizvoljne tocke kruZnice do vrhova
romba konstanta. Koliko ona iznosi?

4. Odredite sve vrijednosti realnog parametra p za koje jednadzba x* — (3p + 2)x? +
p? = 0 ima Cetiri rjeSenja koja ¢ine Cetiri uzastopna ¢lana aritmetickog niza.

5. U utrci je sudjelovalo 100 ljudi i nikoje dvoje nije utrku zavrSilo s istim
vremenom. Svakom je natjecatelju na kraju utrke postavljeno pitanje na kojem je
mjestu zavrSio utrku i svi su odgovorili brojem izmedu 1 i 100.

Zbroj svih odgovora iznosi 4000. Koji je najmanji broj krivih odgovora koje su
trkaci mogli dati? ObrazloZite.

* k x

Ucenici pozvani na Hrvatsku matematicku olimpijadu, tj. kandidati za medunarodna
natjecanja su:

I. razred

Ivan Lazari¢, Gimnazija Pula, Pula
Nikola Salgaj, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin
Vedran Mihal, Gimnazija “Matija Mesi¢” Slavonski Brod
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II. razred
Vlatko Crnkovié, XV. gimnazija, Zagreb
Vlatka Vazdar, XV. gimnazija, Zagreb
Mihael Erakovié¢, Gimnazija Andrije Mohorovicica, Rijeka
Erik Banek, V. gimnazija, Zagreb
Mislav Balunovi¢, Gimnazija “Matija Mesi¢”, Slavonski Brod
Mislav Brada¢, V. gimnazija, Zagreb

III. razred
Domagoj Cevid, V. gimnazija, Zagreb
Mihael Marovié, XV. gimnazija, Zagreb
Borna Vukorepa, XV. gimnazija Zagreb
Filip Hrenié¢, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin
Roko Zaja, Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar
Vedran Stipeti¢, V. gimnazija, Zagreb
Aleksandar Bulj, Gimnazija Andrije Mohorovicic¢a, Rijeka

IV. razred
Matija Bucié, XV. gimnazija, Zagreb
Tomislav Bujanovié¢, XV. gimnazija, Zagreb
Luka Filipovi¢, XV. gimnazija, Zagreb
Matija Milisi¢, XV. gimnazija, Zagreb
Verner Vlacié¢, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka
Luka Skori¢, XV. gimnazija, Zagreb

Mea Bombardelli, Zeljko Hanjs
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