Primjena CBS nejednakosti u algebarskim nejednakostima
za odredivanje minimuma i maksimuma u geometriji

Belma AlihodZié!

Problemi maksimuma i minimuma ne javljaju se samo u nauci i tehnologiji i njihovim
primjenama nego i u svakodnevnom Zivotu. Raznolikost ovih problema je najceSce
geometrijske prirode. Naci najkraci put izmedu dva objekta koji zadovoljavaju neki uvjet
ili nadi figuru minimalnog opsega, povrsine ili volumena, su tipi¢ni problemi koje ¢esto
susre¢emo. Nije neobicno cuti da su neki ljudi bili zaokupljeni ovakvim problemom
tokom dugo vremena. Npr., Heronovo otkriée je da zraka svjetlosti u prostoru koja
polazi iz tacke A 1 prolazi tockom B poslije refleksije od ogledala prijede najkraci
moguci put.

Sljedeci problem je tzv. problem figura jednakog opsega, koji je promatrao Descartes
(1596.-1650.): od svih ravninskih figura sa zadanim opsegom, naci onu koja ima
najveéu povrSinu. RjeSenje tog problema je krug, Sto je znao i Descartes. Medutim,
tocan dokaz ovog problema prvi je dao tek Jakob Steiner u 19. stoljecu.

Malo drugaciji problem figura zadanog opsega pripisuje se legendarnoj kraljici Dido
iz Kartage. Njoj je lokalno stanovniStvo dopustilo da kupi zemljiSte na obali Afrike
“ne vece od onoga Sto volovska koZa moZe okruZiti”. Rezanjem volovske koZe na uske
trake, ona je napravila dugu traku s kojom je mogla okruziti veliku povrSinu na morskoj
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obali. Kako ovo uraditi na Sto optimalniji nacin? Jedno od rjeSenja je krug Ciji je opseg
jednak duljini trake.

Veliki broj geometrijskih problema maksimuma i minimuma mogu se rijeSiti
koristeéi odgovarajuce algebarske nejednakosti. Mnoge od njih mogu se formulirati kao
geometrijski problemi. Tipi¢an primjer je dobro poznata nejednakost izmedu aritmeticke
i geometrijske sredine

X+
> Y VY, x,y 20,
koju moZzemo i ovako izre¢i: Od svih pravokutnika sa zadanim opsegom kvadrat ima
maksimalnu povrsinu.

Ovdje ¢emo geometrijske probleme maksimuma i minimuma rjeSavati koristeci
Cauchy-Bunjakovski-Schwartzovu nejednakost (CBS) koju ¢emo sada navesti.

Teorem. Za bilo koja dva konaéna niza realnih brojeva a = (ay,...,ay) i
b= (by,...,b,) vrijedi nejednakost

(Bo0) < (354) (B)

(a1b1 +arby + ... +anbn)2 < (a% + ... +ai) (b% + ...+ bi) .

Pri tome jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako su nizovi a i b proporcionalni, tj.
a az ay

b b T b
Promotrimo sada nekoliko primjera.

odnosno,

Primjer 1. Za bilo koju to¢ku X unutar trokuta ABC, s x, y, z su oznacene
udaljenosti tocke X od pravaca BC, AC, AB redom. Nadi tocku X za koju je suma
x? + y? + z> minimalna.

RjeSenje. Oznaéimo s |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c¢. Tada je povrS§ina AABC

b
jednaka zbroju povrSina trokuta BXC, CXA, AXB, tj. P; = az_x’ P, = ?y’ P; = CZ—Z,
odnosno, ax b cz
P:P1+P2+P3=7+?y+7

= 2P =ax+ by + cz,
4P = (ax + by + ¢z)° < (@ +b*+ %) (P +y +2)
(nejednakost CBS)
+ by +cz)’ 4p?
RN IS (ax _ '
rryte a?+ b2 + ¢? a?+ b+ ¢?

Prema tome, suma x> + y*> + 7> ée biti minimalna 4

za one tocke X za koje vrijedi Tor E, tj.
5 a b c
4p
(2 2 2 —
min (x> + +Z)_a2+b2+c2'

Primjer 2. Za bilo koju tocku X unutar trokuta ABC neka su x, y, z udaljenosti
tocke X od pravaca a = |[BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, tim redom. Na¢i to¢ku X za koju
je minimalno:
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a b ¢ 1 1 1
a)—+—+—; b)—+—+—.
y by ¢z

RjeSenje. a) U primjeru 1 dobili smo 2Paspc = ax + by + cz. Stavimo x; = +/ax

x2 = /by, x3 =\/cz, y1 = \/> y = \/> V3 = \/7 Tada prema nejednakosti CBS

dobivamo:

((@)2+(\/b—y)2+(¢a)2). ( §>2+<\/§>2+(\/§>2
2(M.\/g+\/b—y.\/§+\/c_z.\/§>2:<a+b+c)2’

a b ¢ a b ¢ a+b+c 2 a-+b+c 2
(ax+by+cz) - <—+—+—) > (a+b+c)’ = —F—4- > ( ) = ( )
X Yy z X Yy Z ax-l—by—l—cz ZPAABC

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je x =y = z. Tada se tocka X nalazi u srediStu
upisanog kruga trokuta ABC, odnosno u tocki presjeka simetrala njegovih kutova.

Dakle,
( b c> (a+b+c)
min (=4 -+-)=~———2.

y oz 2Pasgc
/1 /1
b) Ozna¢imo li s x; = vax, x» = /by, x3 = \/cz, y1 = {/—, »» = =
ax 'y

/1
v3 = 4/ —, iz CBS nejednakosti dobivamo:
cz

11
(ax+by+cz)-( +—+ )2(1+1+1)2=32=9

1 1 1 9 9
> J—

:>_+_+_/ — 9
by ¢z~ ax+by+cz 2Pasc

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je ax = by = cz. Dakle, imamo

. 1 + 1 n 1 9
min —+— | = ,
by CcZ 2PAABC
kada je tocka X teZiSte AABC.

Primjer 3. Neka su povrSina i opseg tangencijalnog Cetverokuta C, Ac, Pc, tim
redom. Ako su povrSina i opseg tetivnog Cetverokuta, ¢iji vrhovi pripadaju kruZnici koja
je upisana u cetverokut C, Ar, Pr, tim redom, dokazati

Ac Pc\’
- 2 -
Ar Pr

RjeSenje. Uzmimo Cetverokut EFGH s kutovima JE = 2a;, IF =20 = 4G =
203, ¥H = 204 . Neka je u taj éetverokut upisana kruznica polumjera r sa sredi$tem u

to¢ki O. Stranice EF, FG, GH, HE C&etverokuta su tangente kruZnice u tockama I,
J, K, L kao na slici.
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Za trokut EIO imamo |IO| = r i SOEI = oy, tada je
|EI| = rctgoy. Analogno dobijemo i za |IF|, |FJ|,...,

4
|LE|. Dobivamo Py =2r)  ctg ;.

i=1

1 1
Takoder je, Parro = §|EF| 10| = §|EF| -r. Na

sli¢an nacin dobijemo i povrs§ine Parco, Pacrno, Paneo

1
te Ar = EPT - r. Takoder je
. . o E 1 F
|1J] = 2rsin $IOF = 2rsin(90° — o) = 2rcos 0.

4
Isto tako odredujemo |JK|, |KL|, |LI|, te dobijemo Pc = 2r)_ cosc;. Takoder
i=1

vrijedi -
JI10J = 180° — 4JFI = 180° — 2,
i tada je povrSina

1 1
Pros = §|01| -|0J|sin JI10J = Er2 sin 20, = 7% sin o, cos 0.

4
Analogno, imamo Pyjox, Pakor, Paror» te Ac =1 sin o cos 0.
-1

UvrStavajuéi ovo u traZzenu nejednakost, dobijemo:

2
4 4
2> sin @, cos oy <2r > cos oc,)
i=1 i=1
1 2
_PT -r
2

2
4 4
— Pr (Z sin ¢f; oS oci> >2r (Z cos oci>
i=1

i=1

4 4 4 2
<— 2r (Z ctg ai> (Z sin o cos ai> > 2r (Z cos Oci>
i=1 i=1

i=1

7

ili $to je ekvivalentno s

4 4 4 2
(Z ctg Oci> (Z sin Q; cos Oci> > (Z cos ai> .
i=1 i=1 i=1

Stavljajuci u nejednakost CBS a; = \/ctgo;, b; = y/sinq;coso;, i = 1,...,4 dobivamo:
(ctg oy + ctg o + ctg o + ctg o)
- (sin @ cos ¢ + sin 0 cos 0 + sin a3 cos a3 + sin 0y Cos )

> (\/ctg 0+/sin oy cos o + +/ctg 0 +/sin 0 cos 0

++4/ctg 03+/sin o3 cos 03 + +/ctg 0tg+/sin 0y cos oc4)2
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odnosno,

(ctg oy + ctg o + ctg o + ctg o)
- (sin 04 cos @ + sin 0 cos o + sin 03 cos 0 + sin Oy oS 0y)
> (cos 0y + cos o + cos o3 + cos 064)2 .
Jednakost vrijedi za oy = 0 = 03 = 0.
Primjer 4. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi. Pokazi da su ove dvije tvrdnje

ekvivalentne:
1

.1 1
) —+-+-<1;
Xy z
(i) a®x + b2y + %z > d? za svaki etverokut s duljinama stranicama a, b, c, d.
Rjesenje. PokaZzimo da iz (i) = (ii). Pretpostavimo da vrijedi (i). Tada na osnovu
CBS nejednakosti za a; = a/x, ax = b\/y, a3 = c\/z, by = —=
vrijedi:
2 2 2 2 2 2 L1 1 2 2
a’x+ b’y + 7 > (a’x + b’y + ¢°z) )_c+;+; >(a+b+c) >d,
tj. vrijedi (ii).
Pretpostavimo sada da vrijedi (ii) i dokaZimo da vrijedi (i).

1 1 1
Sada postoji cCetverokut s duljinama stranica a = —, b = -, ¢ = — 1
X y Z
1 1 1
d= -+ -+ — — —, gdje je broj n dovoljno velik. Sada imamo:
x oy n

x oy oz 1 1 1 1\’
Px+by+ir=S+ S5+ 5> (-+-+-—— .
X y b4 X Yy z n

Ako pustimo da n — oo dobit éemo

1 1 1 11 1\
—+—t=-=(-+-+-],
x 'y z X Yy z

1 1 1
aodavde — + -+ - < 1.
Xy z
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