Pseudoprosti brojevi

Ana Jurasi¢', Marko Rukavina?

U clanku éemo dati pregled dijela spoznaja o pseudoprostim brojevima, odnosno
sloZenim brojevima koje se jednostavno moZe opisati kao nusproizvod potrage za
prostim brojevima. Kroz njihovu vezu s malim Fermatovim teoremom, odgovorit ¢emo
na nekoliko zanimljivih pitanja o ovoj temi.

Uvod

Teorija brojeva grana je matematike koja se prvenstveno bavi svojstvima cijelih
brojeva, dakle elemenata skupa

Z={.,-3-2-101,23,.}

Veliki matematicar Carl Friedrich Gauss nazivao je ovo podrucje aritmetikom, a poznata
je njegova izreka:
Matematika je kraljica znanosti, a aritmetika je kraljica matematike.

Netko bi mogao pomisliti da se radi o vrlo jednostavnoj grani matematike, no rije¢ je o
iznenadujuée dubokom podrucju koje krije brojne nerijeSene probleme. Mnogi od njih
odnose se na proste brojeve.

Definicija 1. Prirodan broj p nazivamo prostim brojem ako je p > 2 i jedini pozitivni
djelitelji od p su 1 i p. Prirodan broj n nazivamo sloZenim brojem ako je n > 2 i n
nije prost.

Pitanje je li odredeni veliki prirodni broj n prost ili sloZen jedno je od najvaznijih u
teoriji brojeva, a Cesto se javlja na primjer u kriptografiji*. U primjenama se najéesce
zadovoljavamo brojevima za koje je vrlo velika vjerojatnost da su prosti. Testovi
prostosti su kriteriji za koje vrijedi da ako ih n ne zadovolji, onda je sigurno sloZen,
a ako ih zadovolji, onda postoji vrlo velika vjerojatnost da je prost. Sto vise testova
“prode”, to je veca vjerojatnost da je n prost. Postoje i metode kojima je moguce
egzaktno dokazati da je neki broj prost, no vjerojatnosni testovi puno su brzi od svih
poznatih metoda za dokazivanje prostosti. Neki teoremi u potpunosti karakteriziraju
proste brojeve. Takav je na primjer Wilsonov teorem:

Prirodan broj p je prost ako i samo ako p dijeli* (p —1)! + 1.
No, ovakve kriterije nije lako provjeriti za velike prirodne brojeve. Mnogi efikasniji

testovi prostosti u osnovi su slicni onome koji proizlazi iz Malog Fermatova teorema,
Sto ¢emo opisati u nastavku. Uvedimo najprije pojam kongruencije.

! Autorica je vii asistent na Odjelu za matematiku Sveu¢iliita u Rijeci; e-posta: ajurasic@math.uniri.hr
2 Autor je student na Matemati¢kom odsjeku PMF-a u Zagrebu.

3 Sifriranje ili kriptografija je znanstvena disciplina koja se bavi proudavanjem metoda za slanje poruka u takvom
obliku da ih samo onaj kome su namijenjene moZe procitati. Jedno je od glavnih podrucja primjene teorije
brojeva.

4 Kazemo da je cijeli broj k djeljiv s nenul cijelim brojem I, odnosno da I dijeli k, ako postoji cijeli broj x takav
daje k = Ix. To zapisujemo s /|k. Ako k nije djeljiv s [, piSemo [ f k.
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Definicija 2. Neka su k i [ cijeli brojevi te neka je m nenul cijeli broj. Kazemo
da je k kongruentan 1 modulo m, $to oznaGavamo s k =1 (mod mg, ako mlk —1. U
protivnom, kaZemo da k nije kongruentan [ modulo m i piSemo k Z [ (mod m).

Na primjer, 25 = 1 (mod 4) jer 4|24, ali 25 # 2 (mod 4) jer 4} 23. Kako
m|k — [ ako i samo ako —m|k — I, bez smanjenja opéenitosti uzimamo da je m € N.
Kongruencija i jednakost imaju mnoga zajednicka svojstva.

Propozicija 1.Neka su k i [ cijeli brojevi. Vrijedi:

1) k=k (mod m) (refleksivnost),

2) ako je k=1 (mod m), tada je | =k (mod m) (simetricnost),

3) ako je k=1 (mod m) i I =q (mod m), tada je k = q (mod m) (tranzitivnost).
Dokaz. Pokusajte sami ili pogledajte [7, Propozicija 2.1.].

Propozicija 2. Neka su k, 1, q, r cijeli brojevi. Ako je k=1 (mod m) i g=r
(mod m), tada vrijedi:

1) k+qg=1+r (mod m) i k—g=1—r (mod m),

2) kg =1r (mod m).

Dokaz. 1) Dovoljno je dokazati sluéaj sa zbrajanjem. Vrijedi mlk — [ i m|q — r pa
m|(k—1)+ (q—r). Dakle, m|(k+¢q) — (I+7r) paje k+g=1I1+r (mod m).

2) Kako mlk —1 i m|q — r, vrijedi i m|q(k —1) + I(q — r). Bududi da je
qlk—1)+1(q—r) =kq—Ir, imamo kg = Ir (mod m). O

Takozvana Kineska slutnja:

Prirodni broj p je prost ako i samo ako vrijedi 2P =2 (mod p),

koja se pogre$no pripisuje drevnim Kinezima i o ¢ijem porijeklu postoje brojne legende
i nagadanja, to¢na je samo u jednom smjeru. Navedena kongruencija vrijedi za svaki
prost broj p, kao §to ¢emo vidjeti u nastavku, ali ako ona vrijedi ne znaci da je

broj p prost. Sarrus je 1819. godine pronasao kontraprimjer 2°*!' =2 (mod 341), ali
je 341 = 11-31. Ako je p neparan broj, kongruenciju iz Kineske slutnje moZemo

zamijeniti s 2°~! = 1 (mod p). Neparne sloZene brojeve n za koje je

2"~!' =1 (mod n) (1)
nazivamo pseudoprostim brojevima, a Koriste se i nazivi Pouletovi brojevi, Sarrusovi
brojevi itd. Kongruencija (1) vrijedi i za sloZene brojeve 561, 645, 1105, 1729,

1905.... Za svaki neparan prost broj vrijedi (1). Dakle, ako za neparan prirodan broj n
ne vrijedi (1), n je sloZen. To je moguci prvi korak testa prostosti.

Pseudoprosti brojevi u bazi «

Postoje vaZna svojstva prostih brojeva koja su vrlo jednostavna za provjeru, ali
ih posjeduju i neki sloZeni brojevi. Tipican primjer takvog svojstva dan je u Malom
Fermatovu teoremu:

Neka je p prost broj. Tada za svaki cijeli broj a, takav da su a i p
relativno prosti®, vrijedi
@' =1 (mod p).
Za svaki cijeli broj a vrijedi a®> = a (mod p).

5 Kazemo da su cijeli brojevi & i I relativno prosti ako je njihov najveéi zajednicki djelitelj, kojeg oznaavamo s
(k,1), jednak 1. Akoje (a,p) =d > 1, ne vrijedi (2).
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Dokaz ovog teorema [7, Teorem 2.10.] mnogo je jednostavniji od dokaza Velikog
(posljednjeg) Fermatova teorema®, ali ima dalekoseZnije posljedice s primjenom u
kriptografiji. Da vrijedi obrat ovog teorema, imali bismo jednostavan i brz nacin
dokazivanja prostosti. No, p moZe biti sloZen, a da ipak za neki (ili ¢ak za svaki) a
vrijedi relacija (2). To je malo vjerojatno, ali mogucée. Mali Fermatov teorem ponekad
se naziva i Fermatov test sloZenosti jer se njime moZe dokazati da je broj n sloZen. Ako
je na primjer 2"~! =1 (mod n), ali 3"~' # 1 (mod n), kao §to vrijedi za n = 341,
tada n nije prost. Uvedimo stoga sljede¢i pojam.

Definicija 3.Neparan sloZen broj n koji zadovoljava kongruenciju
d"' =1 (mod n),

gdje je a # 1 cijeli broj i (a,n) = 1, nazivamo pseudoprostim brojem u bazi a ( kraée
psp(a)).

Baza a Najmanji psp(a¢) Rastav na proste faktore

2 341 11-13

3 91 7-13

5 217 7-31

7 25 5-5
2,3 1105 5-13-17
2,5 561 3-11-17
2,7 561 3-11-17

3,5 1541 23.67

3,7 703 1937
5,7 561 3-11-17
2,3, 5 1729 7-13-19
2,3, 7 1105 5-13-17
2,5, 7 561 3-11-17
3,5, 7 29341 13-37-61
2,3, 57 29341 13-37-61

Tablica 1. Najmanji pseudoprosti brojevi u bazama 2, 3, 51 7

Pseudoprost broj u bazi a “ponasa se” kao prost, time §to prolazi test (3). Ovakvi se
brojevi nazivaju i Fermatovim pseudoprostim brojevima. Pouletovi brojevi, na primjer
341, su pseudoprosti u bazi 2. Obi¢no se nazivaju pseudoprostim brojevima i najvise su
proucavani. Broj n za koji se ne zna da je sloZen i koji zadovoljava kongruenciju (3) za
neku netrivijalnu bazu (a # 1) nazivamo vjerojatno prostim. Postojanje pseudoprostih
brojeva u bazi a pokazuje da testiranje samo s jednom bazom nije dovoljno da bismo
zakljucili da je broj prost. Na primjer, 4! = 1 (mod 15), ali 15 nije prost broj. Zato
moZemo kombinirati viSe baza. Na primjer, 3°° = 1 (mod 91) pa je 91 psp(3). No, 91
nije psp(2) jer 2°° # 1 (mod 91). Tako doznajemo da je broj 91 slozen (91 = 7-13),
bez da ga faktoriziramo. Pomerance, Selfridge i Wagstaff sloZili su tablicu najmanjih
pseudoprostih brojeva u bazama 2, 3, 5 i 7, zasebno i istodobno (Tablica 1).

Postoje i brojevi (najmanji od njih je 561) koji su pseudoprosti u svakoj bazi.

© Veliki Fermatov teorem kaZe da jednadZba x" +y" = 7" nema rjeSenja (x,y, z) u prirodnim brojevima kada
je n prirodan broj veci od 2. Dokazao ga je Andrew Wiles 1993. godine, viSe od 350 godina nakon Sto ga je
Fermat formulirao.
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Definicija 4. SloZen broj n nazivamo Carmichaelovim brojem ako za svaki cijeli
broj a, takav’ daje 1 <a<ni (a,n) =1, vrijedi (3).

Carmichael je naSao prvih 15 ovakvih brojeva i pretpostavio da ih ima beskona¢no
mnogo. Prvih nekoliko Carmichaelovih brojeva su 561, 1105, 1729, 2465, 2821,
6601, 8911, 10585, 15841, 29341, .... MoZe se dokazati da je svaki Carmichaelov
broj neparan. Za takve brojeve ne moZe se koriste¢i Mali Fermatov teorem dokazati
da su sloZeni. Dakle, obrat Malog Fermatova teorema ne vrijedi, kao ni obrat Kineske
slutnje koja je njegov poseban slucaj. Doduse, obrat Malog Fermatova teorema, vrijedi
[3, Theorem 24.1.] u sljede¢em smislu:

Ako je n > 2 i za svaki cijeli broj a takav da je 1 < a < n — 1 vrijedi
(3), broj n je prost.
No, da bismo provjerili da li je n prost, koristeéi ovaj teorem, morali bismo se uvjeriti
da (3) vrijedi za a = 1,2,...,.n — 1, §to je za veliki » mnogo posla. Kako onda
koriste¢i Mali Fermatov teorem ispitati je li odredeni veliki neparni prirodni broj n
prost? MozZemo odabrati proizvoljni cijeli broj a, takav da je 1 < a < n. Koriste¢i
Euklidov algoritam [7, Teorem 1.5.], odredimo d = (a,n). Ako je d > 1, nasli smo
netrivijalan djelitelj d od n pa n nije prost. Ako je d = 1, ispitamo vrijedi li (3).
Ako (3) ne vrijedi, n je slozen. Ako (3) vrijedi, nastavljamo provjeru za drugi a. S
daljnjom provjerom povecava se vjerojatnost da je n prost. Ako je n proSao test (3) za

v z

veliki broj razli¢itih a-ova, moZzemo “s velikom vjerojatnoséu”® tvrditi da je n prost
(osim ako je n pseudoprost za sve baze). Ova se metoda traZzenja prostih brojeva zove
vjerojatnosna metoda. Razlikuje se od deterministickih metoda, koje sa stopostotnom
sigurno$¢u utvrduju da li je n prost.

Zapitajmo se sada koliko ima pseudoprostih brojeva u bazi a? Erd”os je dokazao da
su pseudoprosti brojevi u bazi a “rjedi” medu prirodnim brojevima od prostih brojeva.
Ipak, i njih ima beskonacno mnogo.

Teorem 1. Za svaki prirodan broj a > 2 postoji beskonacno mnogo pseudoprostih
brojeva u bazi a.

Dokaz. Neka je p proizvoljan neparan prost broj koji ne dijeli a> — 1. Promotrimo”
2p __ 1
prirodan broj n = — T Kako vrijedi
at —
_a =1 ad+1
a—1 a+1’

broj n je slozen. Iz Malog Fermatova teorema i propozicije 2 slijedi a® = a*> (mod p).
Dakle, p dijeli a® —a*> = (n—1)(a®> — 1). Kako p f a* — 1, zakljuCujemo da p|n — 1.
Osim toga, n — 1 = a2+ a*~* 4+ ... + a* je zbroj od p — 1 pribrojnika iste parnosti
pa je n — 1 paran broj. Dakle, 2p|n — 1 pa, kako je a® =1 (mod n), vrijedi i (3). To
znac¢i da je n psp(a). Kako ima beskonacno mnogo prostih brojeva, ima i beskona¢no
mnogo pseudoprostih brojeva u bazi a. [

7 Svaki y € Z kongruentan je modulo 7 to¢no jednom broju a € {0, 1, ..., n— 1} (ovaj skup nazivamo sustavom
najmanjih nenegativnih ostataka modulo n) pa ako (3) vrijedi za neki a, onda vrijedi i za svaki y € Z takav da
jey=a (mod n).
8 Postoji 455052511 neparnih prostih brojeva p < 101°, zakoje je 22~ = 1 (mod p). Postoje 14884 sloZena
broja 2 < n < 10'%, za koje vrijedi (1). Dakle, ako je 2 < n < 10'° i za n vrijedi (1), vjerojatnost da je n
455052511

prostje ———  — = 0.999967, §to je prili¢no velika vjerojatnost.

455052511 + 14884
9 Koristimo formule: (¥ —y") : (x —y) = " L+ 2y + X2 + L+ 2+ n €N, te
(x2n+l +y2n+|) . (x+y) — x2n _ 2n—ly+x2n—2y2 - .. 7xy2n—1 +y2n’ neN.
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Neka C(x) oznaCava broj Carmichaelovih brojeva koji su < x. Tada, za svaki

dovoljno veliki x vrijedi [1] C(x) > x7, ¥to dokazuje da postoji beskona¢no mnogo
Carmichaelovih brojeva. Zahvaljujuéi sve mocnijim racunalima, znanstvenici danas
otkrivaju sve vec¢e Carmichaelove brojeve.

Postoji mnogo nacina za formiranje rastucih nizova pseudoprostih brojeva u bazi a.
U sljedecoj propoziciji dat ¢emo jedan od njih za slu¢aj a = 2.
Propozicija 3. Ako je n pseudoprost broj, tada je ' = 2" — 1 takoder pseudoprost.
Dokaz. Kako je n pseudoprost, on dijeli 2"~! — 1 pa dijeli i 2" —2 = n’ — 1. Dakle,
n' —1=k-n, gdje je k € N. Sada imamo:
2" 1= (20— 1)) D) o ),
Dakle, n’ =2" — 1 dijeli =1 pa je i n’ pseudoprost broj. [

Godine 1962. Crocker je pronasao sljedeci beskonacan niz pseudoprostih brojeva u
bazi a. Neka je a paran broj koji nije oblika 2%, gdje je r > 0. Tada je, za svaki
n>1, broj a* + 1 pseudoprost u bazi a.

Navedimo jo$ nekoliko svojstava pseudoprostih brojeva u bazi a i Carmichaelovih
brojeva.

Teorem 2. Neka je n neparan sloZen broj. Tada vrijedi:

1) n je psp(a), gdje je (a,n) = 1, ako i samo ako red'® od a modulo n dijeli
n—1.

2) Ako je n psp(a; ) i psp(az ), onda je on i psp(aias) te psp(aia;').

3) Ako n ne zadovoljava kongruenciju (3) za neki a, onda n ne zadovoljava (3) za
barem pola mogucih baza a (. cijelih brojeva a takvih da je (a,n) =1i 1 <a <n).

Dokaz. 1) Neka je d red od a modulo n i neka je n je psp(a). Pretpostavimo da
jen—1=d-q+r,0<r<did,q,reZ. Tada je
ad=a"""M=¢"""a =1 (modn).
Kako je d minimalan, r moZe biti jedino 0, odnosno d[n — 1. Obrnuto, neka je
n—1=d-q. Tadaje @' = (a®) =1 (mod n) paje n je psp(a).

2) Za a = a; i a = ay vrijedi (3) pa, iz propozicije 2, dobivamo (aja;)"~! = 1
mod 1) i (a1a; )" ' = a" Y (a?)~"! =1 (mod n). Dakle, tvrdnja vrijedi.
2 1 2 ] i)
3) Neka su aj,ap,...,a, baze u kojima n jest, a neka je ¢’ baza u kojoj n nije

pseudoprost. Kongruencija (3) ne vrijedi za a = d’a;, gdje je i € {1,...,s}, jer bi
onda vrijedila i za @’ = (d’a;)a;7'. Dakle, postoji barem s baza u kojima n nije
pseudoprost. [

Lieuwens je 1971. godine pokazao da, za svaki k > 2 i za svaki a > 1, postoji
beskonacno mnogo pseudoprostih brojeva u bazi a koji su umnosci k razlicitih prostih
brojeva. Baillie, Wagstaff i Monier neovisno su dokazali [8] da ako je n sloZen broj,
tada je broj baza a u kojima je n pseudoprost (krace B, (n)), gdjeje 1 <a<n-—1,
jednak Byg,(n) = [],,(n—1,p—1) — 1. Tada je n neparan slozen broj, koji nije
potencija od 3, tada je n pseudoprost u barem dvije baze a, takve daje 1 <a<n—1.

Znamo li faktorizirati n, Korseltovim kriterijem mozZemo utvrditi je li on Carmichaelov:

10 Neka su a,n € N i (a,n) = 1. Red od @ modulo 7 je najmanji d € N takav da je ¢ = 1 (mod n).
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Prirodan broj n je Carmichaelov ako i samo ako je n sloZen, kvadratno
slobodan" i za svaki prost faktor p od n vrijedi p — 1|n — 1.

Slijedi da je n umnozak barem tri razlicita prosta broja. Zaista, kako je n kvadratno
slobodan, umnoZak je razli¢itih prostih brojeva. Uzmimo da je n = pg, gdje su p
i g prosti te je p < ¢g. Tadaje n—1=pg—1=p—1 (mod g— 1). Kako je
p—1<qg—1imamo p—1# 0 (mod g — 1) pa dobivamo suprotnost s Korseltovim
kriterijem. Primjer konstrukcije Carmichaelovih brojeva je Chernickova konstrukcija iz
1939. godine, koja kaZe da ako je 6k+1, 12k+41, 18k+ 1, gdje je k > 1, trojka prostih
brojeva, njihov je umnozak Carmichaelov broj. Pomnozimo li dobiveni broj s 36k + 1,
ako je i to prost broj, dobivamo drugi Carmichaelov broj s 4 prosta faktora. Na primjer,
za k = 1 dobivamo Carmichaelove brojeve 1729 =7-13-19 1 63973 =7-13-19-37.
Vidimo da jedan Carmichaelov broj moZe dijeliti drugi. Carmichaelov broj moZe biti i
umnoZzak dva Carmichaelova broja. Na primjer Ny =7-13-19 1 N, =37-73-109 su
Carmichaelovi, a to je i broj NiN,.

Zakljucak

Postojanje Carmichaelovih brojeva pokazuje vaZan nedostatak testiranja prostosti na
osnovu Malog Fermatova teorema. Malim modificiranjem testa taj se nedostatak moZe
ukloniti. To vodi do razmatranja razli¢itih vrsta pseudoprostih brojeva, §to ostavljamo
za proucavanje onima koje smo zainteresirali ovom temom.

Napomena. Clanak je nastao iz zavr$nog rada studenta Marka Rukavine, pod
mentorstvom dr. sc. Ane Jurasi¢, na preddiplomskom studiju matematike Odjela za
matematiku Sveucilista u Rijeci.
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11" Prirodan broj n je kvadratno slobodan ako je 1 najveéi kvadrat koji dijeli 7.
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