Nejednakosti s parametrom

Sefket Arslanagic,’

U ovom ¢lanku ¢emo razmatrati neke nejednakosti koje u sebi sadrZe neki parametar
a € R". Ispitivat éemo koju najvecu vrijednost moZe uzeti taj parametar a da bi vrijedila
dana nejednakost. Ovdje éemo uglavnom Kkoristiti nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine dva ili viSe pozitivnih brojeva. Kada uspijemo odrediti traZenu
vrijednost parametra a, mo¢i ¢emo formulirati te nejednakosti u svom najjacem obliku.
Ovo ¢e biti veoma interesantan i donekle kreativan posao koji ¢e omoguditi buduéim
¢itaocima ovog ¢lanka da sli¢no rjeSavaju ovakve zadatke i probleme s nejednakostima.
Dat ¢emo nekoliko primjera takvih nejednakosti.

Zadatak 1. Odrediti najve¢u mogucu vrijednost realnog parametra a tako da za sve
realne brojeve x i y (x #y) za koje vrijedi xy = 2, vrijedi nejednakost:

{()Hry)2 — 6} [(x fy)z + 8} N
(x—y) -

RjeSenje. Zbog (x + y)* = X2+ 2xy+y* = x2 — 2xy+y2 +4xy = (x — y)> +8, imamo
sada ekvivalentnu nejednakost danoj nejednakosti koja glasi

[(x—y)2 +2} [(x—y)2+8} »
(x—y)°

Uvedemo li susptiticiju (x — y)* = z, dobivamo

(e’ 42 -9 +8] oy _ 24102416

(x =) z z
:z+1o+lz—6=10+4<§+;—1) >a.
Zbog nejednakosti %—i—;—l > 2 (A2 > G;) dobivamo a = 18, §to je traZena
vrijednost parametra a. Jednakost vrijedi ako je z = 4, tj. ()cfy)2 =4, te

(x+y)* = (x—y)* + 8 = 12. Rjesavajuéi odgovarajuca Zetiri sistema jednadzbi:
x—y=2 x—y=-2 x—y=2 x—y=-2
{x+y2\/§ : {x+y2\/§ : {x+y2\/§ : {x+y2\/§

dobivamo da jednakost vrijedi ako je:

(x,y) € {(\/§+1,\/§—1),(\/§—1,\/§+1),(—\/§+1,—\/§—1),(—\/§—1,—\/§+1)}.

Zadatak 2. Koja je najveca vrijednost parametar a € R", tako da nejednakost

3 3 3 3
X145+ x5+ x5 = a(xxxs + xox3xs) )]
vrijedi za sve pozitivne brojeve x, x», x3, x4 ?
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Rjesenje. Koristeéi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine (A3 > G3)

tri pozitivna broja imamo:

x3 x3 x3 x3
JERE S Qe Y (x§+72+§> n (Eugﬂz)

(A32Gs) 4 XX 3 X3 3
2 2
34/x-2- 34 3¢/22. —23 X3 = == (x1x203 + XoX3x4) .

2

2 2 2 a
. . X2 X3 . . .
Jednakost vrijedi ako je x; = 5= = 5= = x4. Dakle, najvece a za koje vrijedi

V2 2

. . .3
nejednakost (1) jednako je 3_\/4_1
Zadatak 3. Koja je najveca vrijednost parametar a € R™ za koji nejednakost
X1+ + 3 4+ X3 > a(x1xX3 + Xox3x4 + x3x4%1)
vrijedi za sve pozitivne brojeve xj,xp,x3,x4 7

Rjesenje. 1 ovdje, koriste¢i nejednakost Az > G3, imamo:

3 3 3 3 3 3 3 3 3
3, 3,3, 3_ (X Y X3 XN N, X X3 X3 X
xl+x2+x3+x4< +=+ >+<2+—3+—2)+<—3+—2+—2)

27273
(ha2 ) i/ﬁ.)c_%.ﬁHf/ﬁ.ﬁ.ﬁH“é.ﬁ.ﬁ
223 232 322

. X1 X2 X3 X4 ., .. .
Jednakost se dostize za —— = —= = —= = ——. Najveca vrijednost parametra a je

3
J12°
Zadatak 4. Odrediti najvecu vrijednost realnog parametra a za koju nejednakost

2 2, .2 2 2
X X5+ x5 4+ xp x5 > a(xixg + xox3 + X3Xg + Xaxs)
vrijedi za svakih pet realnih brojeva x;, x2, x3, x4, Xx57?

RjeSenje. Dokazat éemo da je traZena maksimalna vrijednost parametra a € R
jednaka —. Zaista, za proizvoljne realne brojeve x;, x2, x3, X4, X5, zbog nejednakosti
Ay 2 Gy, vrijedi:

1 2 1 1 2 1
x% +x§ +x§ +xﬁ +x§ = (x% + gx%) + <§x% + §x§> + <§x§ + g}fﬁ) + <§xﬁ er%)
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2
> —= (x| + [x2x3] + [x3xa] + [xaxs|)

> — (x1x2 + X243 + X3X4 + X4X5)

V3

Jednakost se dostize ako je x; =1, xp = V3t, X3 =2t, X4 = V3t, x5 =1t i tada je

2
x% +x§ +x§ +xi +x§ =127 = — (x1x2 + x2x3 + X3X4 + X4X5).

V3

. .. . . 2
Dakle, traZzena najveca vrijednost realnog parametra a iznosi

2
—, . a=—.
V3 V3
Zadatak 5. Dokazati da ne postoji pozitivan realan broj A tako da za sve pozitivne
realne brojeve a, b, ¢, d vrijedi nejednakost

1 1 1 1

abc " abd " acd ' bed
S (a+b+c+d)(a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(—a+b+c+d)
- Aa*b*c2d?
Rjesenje. Nakon mnoZenja dane nejednakosti s Aa’h*c?d*> > 0, dobivamo ekvivalen-
tnu nejednakost:

A(a+b+c+d)abed
>(a+b+c+d)(a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(—a+b+c+d).
Stavimo sada a =x i b=c=d =y. Tadaje Axy’ > (x+y)’ (3y — x), a odavde zbog
x+y>y: Ay >y 3y —x), te Ax >3y —x.

Uvedemo i supstituciju y = Bx; (B > 0), dobivamo Ax > 3Bx — x, odnosno nakon
dijeljenjas x >0, A >33 — 1.

1
Ako uzmemo 8 = A + 3 iz prethodne nejednakosti dobivamo A > 34 (& 1 > 3),
§to je istina, tj. dobili smo proturjecje. Odavde vidimo da ne postoji nijedan takav
pozitivan realan broj A.

Nadam se da ¢e ovih pet, u potpunosti rijeSenih, zadataka dobro posluZiti Citateljima,
a posebno ucenicima koji imaju veéi interes za matematiku, da se upotpuni i poveca
njihovo znanje potrebno za rjeSavanje i neSto teZih zadataka iz nejednakosti. Naravno,
ovdje se pretpostavlja da poznajete izuzetno vazne nejednakosti kao $to su nejednakosti
izmedu brojnih sredina, nejednakost Cauchy-Schwartz-Bunjakovskog i jo§ neke.
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