ﬁ ZADACI I RIESENUA
71

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo
upozorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog
broja je 31. prosinca 2011. RjeSenja (i imena
rjeSavatelja) bit ¢e objavljena u br. 3/247.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 72.

A) Zadaci iz matematike

3287. Nadi cijele brojeve x, y

koji
zadovoljavaju jednadzbu X2 +2012 = y2 ?

3288. Dani su reani brojevi x, y takvi da
je
()t =yt = 4112,
X - y2 = 16.
Odredi vrijednost od x> + y*.
3289. Neka je za n=1,2,...

() e ()

1 1
DokaZi da je — + —

1
+ ...+ — pozitivan
. . ay a ao
cijeli broj.
3290. Pokazi da su sve realne nultocke
polinoma

P(x) = x" — 14x + 133
nenegativne.

3291. Izracunaj vrijednost izraza
log, 24 log, 192

loggg 2 log,2
bez koristenja racunala.
3292. Kut A trokuta ABC jednak je

polovici pravog kuta. Tocke M, N su noZista
okomica iz B i C na suprotne stranice. DokaZi
da je |BC|? = 2|[MN|?.

3293. Ako su a, b, c, d duljine stranica
tetivnog Cetverokuta i x, y duljine njegovih
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dijagonala, dokaZzi jednakost
xy =ac+ bd.

3294. Na stranicama AB, AC trokuta
ABC s vanjske strane konstruirani su kvadrati
ABEF, ACGH sa sredistima O;, O,, tim
redom. Ako je M poloviste stranice BC,
dokazi da je trokut O;MO; jednakokracan
pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu M.

3295. Neka su xq, x2, X3, ... . pri-
rodni brojevi takvi da je

Xn+1s -+

l=x1 <x<x3<...<xp41 < 2n,
n=1273,..

Dokazi da se svaki pozitivan cijeli broj k moZe
prikazati u obliku k = x; — x; za neke i > j.

3296. Pravac AD sijeCe dvije paralelne
ravnine 7, M u toCkama B, C, tim redom,
tako de ja |[AB|:|BC|:|CD|=p:q:r. 1z A
i D povuceni su pravci koji sijeku m, mp u
E, Fi P, Q, tim redom. PokazZi da je

(rp +pq)|CF| - |CQ| = (rp + rq)|BE| - |BP|.

B) Zadaci iz fizike

OS - 330. Izratunaj prosjednu masu,
obujam i gustoéu zrna papra. Koliko zrna
treba za 1 kilogram papra? Ostavite zrna
24 sata u vodi i izracunajte ponovo masu,
obujam i gustocu jednog zrna. Koja se od
mjerenih veli¢ina najviSe promijenila izraZeno
u postocima?

OS - 331. Kockica leda ima brid 2
centimetra. Koliko bi ih trebalo uzeti da
se njihovim otapanjem dobije litra vode?
Gustoca leda je 900 kg/ m?, a gustoca vode
1000 kg/m?.

OS - 332. Ivan je na oprugu objesio prvo
jednu pa zatim drugu kuglicu. S prvom se
opruga produljila za 4 cm, a s drugom za
6 cm. Promjer prve kuglice je 6 cm, a druge
8 cm. Koliki je omjer gustoda prve i druge
kuglice?

OS - 333. Drveni kvadar iz zbirke za fiziku
ima masu 300 grama. Faktor trenja izmedu
njega i klupe iznosi 0.3. Uclenici ga vuku
pomocu konca koji puca kad se optereti silom
od 12 N (njutna). Kolika je masa tereta koji



bi ufenici morali staviti na kvadar da konac
pukne prilikom povlacenja?

1483. Asteroid se krece hiperbolicnom
putanjom oko Sunca. Na velikoj udaljenosti
od Sunca imao je brzinu 3500 m/s u odnosu
na Sunce, a u perihelu (tocki najbliZoj Suncu)
brzina mu iznosi 55000 m/s. Kolika je
udaljenost asteroida od Sunca u perihelu?
Masa Sunca iznosi 2 - 10° kg. Rezultat izrazi
u astronomskim jedinicama.

1484. Izvor svjetlosti snage 30 W udaljen je
4 m od papira A4 postavljenog tako da svjetlost
pada okomito na njega. Odredi (mjerenjem
ili teorijski) povrSinu papira, a zatim snagu
koju papir prima od izvora na spomenutoj
udaljenosti.

1485. Pri utovaru tereta u brod, vodena
linija se pomakne za 9 cm. Ako je povrSina
broda 18 m?, a gustoéa morske vode
1030 kg/ m?, odredi kolika je masa tereta
utovarena u brod.

1486. Molekula klora sastoji se od dva
atoma klora (Cl,) i moZe imati tri razlicite
molekulske teZine, ovisno o tome koji od dva
stabilna izotopa klora ju Cine (teZine 35 i 37
my ). Tezine dvoatomnih molekula i njihove
ucestalosti u prirodnom kloru su:

m 14
70m, | 57.411%
72m, | 36.718%
T4my 5.871%

Odredi ucestalost izotopa klora.

1487. Izvor zvucnih valova vlastite frekven-
cije fo = 1500 Hz giba se prema nepomi¢nom
opazacu brzinom 20 m/s. Koju frekvenciju
Cuje opazac¢? Kolika je razlika u frekvenciji
koju opaza¢ cuje u odnosu na slucaj kad bi
izvor mirovao, a opaza¢ se priblizavao istom
brzinom? (razlika je u odnosu na koga miruje
medij-zrak). Za brzinu zvuka uzeti 340 m/s.

1488. Homogena kugla kotrlja se po vo-
doravnoj podlozi. Impuls translatornog gibanja
iznosi 1.14 kgm/s, a zamah (moment vrtnje)
0.01824 kgmzls. Ako je kinetiCka energija
kotrljanja (zbroj translacijske i rotacijske kine-
ticke energije) 0.4788 J, odredi radijus, masu i
gustoéu kugle.

E!
£

1489. Nabijena metalna kugla radijusa 6 cm
stvara elektrostatsko polje koje u neposrednoj
blizini kugle iznosi 1200 V/ m. Odredi ukupan
naboj na kugli i povrSinsku gustoéu naboja.

C) RjeSenja iz matematike
3259. DokaZi da ne postoji prirodan broj
n takav da (n!) bude djeljivo s 2".

Rjesenje. Uzmimo da je n! =m - ok gdje
je m neparan broj, a 2k produkt svih dvojki u

broju n!.
FJ n FJ+... dvojki,

U n! imamo FJ + A

tj.

.)<n

n n n
ok _ 2bJ ﬂZJ {gJ T on
tj. 2" ) 2k a posto je m neparan broj
2" ) nl.
Hamza Merzi¢ (3),
Prva bosnjacka gimnazija, Sarajevo

3260. skupu  cijelih  brojeva
Jjednadzbu

Va+2vV3 =5+ 2

Rjesenje. Jednadzba je definirana za x >
—2/3, y >0, 2> 0. Imamo

Vx+2v3=i+vz /72
x+2V3=y+z+2\52
= x—(+)]+2vV3=2z /"
= [ (42) ] +4V3 [ (v+2)]+12 = dyz
= -+ +43G-)
+43x - (v +2)] =0 (¥
Kako je [x — (y +2)]*> + 4(3 — yz) racionalan
broj, a V3 je iracionalan, broj uz v/3 mora

biti jednak nuli. Dakle, x —y—z = 0. Tada iz
() dobivamo yz = 3. Imamo ove moguénosti

U rijesi

) y=3,z=1,x=y+z=4;
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2y y=1,z=3, x=4.
Neposrednom provjerom vidi se da su to
zaista rjeSenja.
Lucija DrasSinac (3),
111. gimnazija, Osijek

3261. Nadi sve nultocke polinoma
P(x) = x* — 6x° + 18x* — 30x + 25,

ako je poznato da je zbroj dvije od njih jednak
4.

RjeSenje. Nultoke od P(x) su xi, x3, x3,
x4. Neka je x| +x, = 4. Iz prve Vieteove
formule imamo x; +x; +x3+x4 = 6, odakle je
x3+x4 = 2. Drugu Vieteovu formulu moZemo
zapisati u obliku

X1X2 + Xx3x4 + (X] +XQ)(X3 +X4) =18,
odakle dobivamo xjx; +x3x4 = 18—4-2 = 10.
Koristeéi Vieteovu formulu xjxpxzxqy = 25
vidimo da su xjxp, x3x4 rjeSenja kvadratne
jednadzbe u® — 10u + 25 = 0. Odavde
dobivamo xjx, = x3x4 = 5. Sada su x;, x»
rjeSenja kvadratne jednadzbe ¥ —4x+5=0,
dok su x3, x4 rjeSenja kvadratne jednadZbe
x> —2x+5 = 0. Dakle, nultocke od P(x) su
244, 2—1i, 14+2i, 1 —2i.

Hamza Merzi¢ (3), Sarajevo
3262. Odredi domenu funkcije

f (x):\/ logg , x-+(logg » x3) (logg » 0.0016x)+36.

RjeSenje. Najprije stavljamo uvjet x > 0;
sada uz zamjenu y = log , x funkciju moZemo
preurediti:

fo) = \/y3+3y(4+y)+36
:\/y3+3y2+12y+36
= \/y3(y+3) +12(y +3)

=4/ +3)(* +12).

Drugi je faktor pod korijenom uvijek pozitivan
pa prvi faktor mora biti nenegativan kako bi
korijen bio definiran:

y+3
y

0,

=
2 737
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logg,x > =3,
x<(02)73,
x < 125,

pa zakljuujemo da je domena funkcije f
interval (0, 125].

Kristijan Kvaternik (4),
V. gimnazija, Zagreb

3263. Ako su vq, vp, ve visine trokuta na
stranice a, b, ¢ i r polumjer upisane mu
kruznice, dokaZi nejednakost

(va —2r)(vp = 2r)(ve — 2r) < P

RjeSenje. Koriste¢i formule

a-vq b-vp Cc- Ve
Pn = = =
) 2 2
PAr=5s-1
P = /s(s—a)(s —b)(s — ¢)
gdje je s = %, dobivamo

(va = 2r)(vp — 2r)(ve — 2r)

() (2
) -)(z)

_g3. (s—a)(s—=D)(s—c)
abc
a odavde je zbog abc = 4RP i

p2

(s—a)(s = b)s —¢) = —

(va — 2r)(vp — 2r)(ve — 2r)

p? 1

3 5 3 IS 4
=8 . =22 2t 2
& - wmp =Y ®-Y R

Odavde zbog poznate Eulerove nejednakosti
.1 1 .
R > 2r 4. R < > dobivamo

(va —2r)(vp — 2r)(ve = 2r) < 2t % _—

Jednakost vrijedi ako i samo ako je R = 2r tj.
za jednakostrani¢an trokut.

Lucija DrasSinac (3), Osijek



3264. DokaZi nejednakost

2
2
14+ V24 VB4, +p i mten
4/x
za sve prirodne brojeve n i sve pozitivne
brojeve x.

Rjesenje. Dokaz provodimo matematickom
indukcijom po broju n.

1° Baza.
Za n = 1 nejednakost postaje
x+x+2
1< ————
4/x

= 2Vx<x+1
= 0< (Vi-1)7,
$to ocito vrijedi za svaki pozitivan broj x.

2° Pretpostavka.
Pretpostavimo da 3k € N takav da nejednakost

2
14 V243t ..+ Vi Rt rak
WA

vrijedi za sve pozitivne brojeve x.

3° Korak.
Sada prema pretpostavci imamo

14 V24 V34 +VE+VE+1

Kx + kx + 2k
<= VT,
o Ve

pa je dovoljno dokazati

2
kx+kx+2k+\/m

4/x
<(k+1)2x+(k+1)x+2(k+1)
- 4/x
(2k 4+ 1)x +x+2
= Vk+1l ———
* 4./x
(k+1)x+1
= Vk+1< —F——
+ 24/x
X 2 I

$to prema AG nejednakosti zaista vrijedi za sve
pozitivne brojeve x. Ovime je korak indukcije
dokazan pa vrijedi tvrdnja zadatka.

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

3265. Oznacimo s (Fn)p>o Fibonacijev niz,
(F0207 Fy =1, Fpi2 = Fpp1 + Fa, nZO)

2

Koristeci determinantu

(1)

pokaZite najprije da vrijedi M" = (—=1)", a
zatim
Foi1Fn 1 — F,% = (=1)", za svakin > 1.

RjeSenje. Za determinantu M ocito vrijedi
M=1-0—1-1=—1 pavrijedi i M" = (—1)".
Sada promatrajmo determinantu
Frii Fh

Fn Fr_1
Nad determinantom N d¢emo (tim redoslije-
dom) vrsiti sljedece transformacije:

N =

1. Oduzimat ¢emo desni stupac od lijevoga
(time se vrijednost determinante nece
promijeniti),

2. Zamjenjivat ¢emo desni i lijevi stupac
(time ¢e se promjenjivati predznak
determinante).

Iteriranjem ovih transformacija slijedi

S druge strane, vrijedi N = Fp,11 - F,—1 — F%
pa je tvrdnja zadatka dokazana.

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
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3266. Iz jednog vrha trokuta spustene su
okomice na simetrale vanjskih kutova uz druga
dva vrha. DokaZi da je udaljenost noZista tih
okomica jednaka poluopsegu trokuta.

RjeSenje. Uvedimo oznake kao na skici.

Neka zadane okomice AN; i AN, sijeku
pravac BC u tockama A; i A; redom.
Uoc¢imo da je trokut ACA; jednakokracan
(ICA| = |CA;]) jer su trokuti ACN, i AyCN,
prema KSK poucku sukladni. Analogno slijedi
i da je trokut ABA;| jednakokradan, tj.
|[BA| = |BAj|. No zbog d&injenice da su
ti trokuti jednakokracni tocke N; i N; su
poloviita duzina AA| i AA, redom. Zato je
duZina NN, srednjica u trokutu AA1A, pa je
njena duljina

IN Ny = |A;‘1| _ |AB[ + |B2C| + [CAy|

|AB| + |BC| + |CA|
= 5 ,
¢ime je tvrdnja zadatka dokazana.

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

3267. Dan je pravokutan trokut ABC s
pravim kutom uz vrh A. Tocke Ty, T, dijele
duzinu BC na tri jednaka dijela. DokaZi da
vrijedi jednakost

5q°
ATy > + |AT,* = <5

Prvo rjesenje.
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Prema kosinusovu poucku za trokute AT;C
i AT, C vrijedi:

AT )? = = +b% — %abcosa

a
9

4

9

4 +
@+ b - gabcosa

|AT,|? =

2 ) 54 2
|AT|” + |AT| =7+2b — 2abcos o

2
= 5% +2b(b —acos o)

5a% b 5a%

=—+2b(b—a-- ) =—.
5 * ( “ a) 9

Lucija DraSinac (3), Osijek

Drugo rjeSenje. Prema uvjetima zadatka

nacrtajmo dani trokut u kordinatnom sustavu i
odredimo koordinate toCaka A, B, C,T;iT;.

Sa slike lako ra¢unamo traZeno, odnosno

2v 2 u 2
|AT1|2: (g—()) +(§—O>
(1)

_a e
) 9
v 2 2u 2
AT, |* = (— 70> + (— 70>
3 3
N 5 2)
_Y
9 9
IBCP? =d* = (v—0)%+ (0 —u)?
9 3)
=V 4+ u
Zbrojimo li (1) i (2) dobijemo
2 2
2 2 Sv Su
AT AT|> = =— + —
|AT|" + |AT,| st
2

Kuzma Pecoti¢ (4),
Gimnazija “Cedo Zic”, Krk



Trece rjeSenje. Primjenom Stewartovog
teorema na trokute BT,A i T{CA dobivamo

2 2
|AB| . |T1T2| + |AT2| . |BT1|
2
= [BD|(|AT|” + |BTy| - | T\ T2|),
2 2
|AT1| -|T2C|+|AC| -|T1T2|

=T\ C|(ATs]* + [T\ T»| - | T>C)).

A

5§ 1, § 1, § C

Kako Je ABC pravokutan trokut vrijedi

=0+ Uvrstavanjem dobivamo
a 2 a 3
SHATP - AT 22
teanf g = 3 (g §)/- 2
3
AT, 2.4 AT .E L2
AT ot § = 2 (unfeg )2
A+ |ATy)? = 2<\AT1| >
ATi> + b7 = 2<IAT2| )
(AT1? + AT2) + 07 +
2 2
=2(ATh|" + |AT|) + -
G. [AT1]? + AT = ==
Ur.

3268. Tocka F je poloviste stranice AB
trokuta ABC. Tocke S| i Sy su tefista trokuta
AFC i BFC. Pravci AS| i AS; sijeku stranice
BC, AC u tockama Py, Py, tim redom. DokaZi
da je cCetverokut S1S,P1Py paralelogram.

RjeSenje. Oznac¢imo sjeciSte pravaca AP] i
BP, sa S. Bududi da pravac FS; raspolavlja
stranice CA, AB trokuta ABC, on sadrZi
i srednjicu trokuta ABC pa je FS; || BC,
odnosno FS; || BPy. Zato je FS| srednjica
trokuta ABP; pa vrijedi |AS|| = |S1P1] (jer je
S1 otito poloviste stranice AP;). Osim toga,

f4

bududi da je S§; teZiSte trokuta ACF, vrijedi
|AS1| = 2IS1S] pa je

|AS1| = |S1S] + |SPy],
2|81S| = |S1S| + |SPy],
|SP|.

|S18] =

B

Analogno dobijemo da je tocka S poloviste
duZine S>P,. To znaci da se dijagonale
Cetverokuta S1S,P 1P, raspolavljaju pa je taj
Cetverokut paralelogram.

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

3269. Ako su o, B, y kutovi trokuta za
koje vrijedi

cosacos B+ sinasinfsiny =1,
dokazi da je o = 3 = 45°.
Rjesenje. Iskoristimo 1i ocitu nejednakost
siny < 1, dobivamo
1 = cos o cos B + sin o sin B sin y
< cosacos P+ sinasinf = cos(a — fB),

pa je ocito

cos(a — B) =1, siny =1,
T
a7B_07 ’)/_57
o=p,

odakle je o = f3 = 45°.

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

3270. Tocke A, By i Dy su polovista stra-
nica C'D', D'A’, B'C' kvadrata A'B'C'D’.
Vrhovi deltoida ABCD su B = AA' N BB/,
C=A'DiNB'B;, D=BANA'D,|. Ako je
a duljina stranice kvadrata, odredi povrSinu
deltoida.
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2
Rjesenje. OCito je P(AB'C') = “I =
P(AA’D"). S druge strane, to¢ka C je jednako
udaljena od pravaca A’B’ i B{D; jer je to
sjeciSte dijagonala pravokutnika A’B'DiB; pa
je duljina visine trokuta A’B'C na stranicu

—_— a I/ a2
A’B’ jednaka 1 dakle, P(A'B'C) = T

D’ A C’

B, D,

B D
C
A’ B’
Nadalje, iz ID1A'B’ = JAB'C’ slijedi

A'D; L B'A paje
\A'B'| - |B'D)|  a
|A"D; | V5
4 g2 'DI|2 2a
odnosno |A'D| = +/|A’B'|> — |B'D|? = —.
V5
2

Odavde je P(A’B'D) = % pa je konac¢no

|B'D| =

P(ABCD) = P(A'B'C'D") — 2P(AB'C")
—2P(A'B'D) + P(A'B'C),

& 2 & 9 5

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

3271. Koliko igracih kockica treba baciti da
bude maksimalna vjerojatnost da e se pojaviti
tocno jedna Sestica?

RjeSenje. Pretpostavimo da bacamo n
kockica. Tada se Sestica moZe pojaviti na
to¢no jednoj kockici na ukupno n, dok se
na svakoj od preostalih n — 1 kockica moze
pojaviti 5 razli¢itih brojeva. Zato je broj
povoljnih slucajeva n - 5" Ukupan je broj
slucajeva jednak 6" (jer se na svakoj kockici
moze pojaviti 6 razli¢itih brojeva) pa je traZena
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vjerojatnost jednaka:

(n)—n'5n71—2 5 !
P="—""5\6) -
Dobivena funkcija p Ce rasti sve dok vrijedi:
n—1 . é n—1 - n é n

5 6 6) "’

n—1 n

=
<

5 6’

n <o,

. n <5 (jer je n € N). S druge strane,
funkcija p ¢e padati za:

n 5\" n+1 5 ntl
—_ - > . _ s
5 6 5 6

§>n+1

5 6 ’

n>35,

tj. n>6. Zan=>51n=06 vrijedi:

0-2(2) - (2) -2()) -0

pa je traZena vjerojatnost maksimalna kad
bacamo 5 ili 6 kockica.

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

3272. Dan je tetraedar ABCD. Na
tefisnicama AM, DN strana ACD, ABD
nalaze se tocke E i F takve da je EF|BC.

. . |EF|
Odredi omjer BC|”

Rjesenje. Neka je a duljina brida tetraedra.
Postavimo tetraedar u Oxyz prostor tako da je
vrth A u ishodi$tu, pravac AB na osi apscisa,
a ravnina ABC u Oxy ravnini. Tada za
vrhove tetraedra i poloviSta dobivamo sljedece
koordinate:

a av3 a\/g a
M At A v £ ] (_7070)'
(2 3 6 ) N 2

Pritom smo koristili formule za radijus upisane

i opisane kruZnice jednakostrani¢nog trokuta.
Neka tocke E i F imaju koordinate

E(x1,y1,21) 1 F(x2,y2,22). Iz linearne za-

visnosti vektora postoje p,q,r € R\ 0 takvi



da vrijedi

— — — — — —
AE =p-AM, NF =q-ND, FE =r-BC,
odnosno,

a it av/6 -
xai+yj+ak=2r4 L \/_ b \/_k,

7 6

(xzfi)“r)’z]Jrsz— \/5

Kada drugu od gornje dvije Jednadzbe oduz-
memo od prve i od obje strane o duzmemo

a. .
EZ’ dobit ¢emo

(x1 = x2)7+ (y1 — y2)T+ (21 — 22)k
2t 2l )52 ()
) 1+ > 7+ 3 5 q)k,
to jest,
iz Pl . a3 z~1£e,y
FE = =-at— (p 2)J+3 (2 q) k.
z
/L
A=0 7 X

S druge je strane

— ar_, ar\/3

FE = *EZ + 5 ]

pa izjednacavanjem koeficijenata uz jedinicne
vektore u dobivenim jednakostima dobivamo
sustav jednadZbi

r=1-—p
r_1 ( _ ‘_1)
273 2
P=2q
Kao rjeSenje ovog sustava dobijemo trojku
211
(]77 q, }") = (57 §7 §> pa Sl]Jedl
— 1—
FE = -BC,
3
EF| _ 1
|BC| 3

Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

o
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D) RjeSenja iz fizike

oS - 322. Uciteljica je na dodatnoj nastavi
fizike ucenicima dala dvije vrste otpornika.
Jedni su imali dvostruko veci otpor od drugih.
Ucenici su dobili jednaki broj jacih i slabijih
otpornika s cijelim brojevima Q i ukupno ih
nije bilo vise od 20. Kad su ih sve spojili
paralelno, izmjerili su njihov ukupni otpor
0.2Q. Koliko su ucenici imali otpornika i
koliki su njihovi otpori?

Rjesenje.
Ry =2R;
R=02Q
n=ny)=n
< 10
n="?
1_n_ n
R R R
1 n n 3n
= — = —
R 2R, Ry, 2R,

10R,

s

1
Kad uvrstimo — =5 slijedi n = iz
Cega vidimo da R; mora biti djeljiv s 3,
odnosno R, je upravo jednak 3 Q jer je n
manje ili jednako 10.

Ri=6Q, n=I10.

Ucenici su imali 20 otpornika, a njihovi su
otpori iznosili 3 Q i 6 Q.

Domagoj Doresi¢ (7),
Mate Lovraka, Zagreb

OS - 323. Kad se u menzuru nalije
odredena kolicina vode njezina visina je 20
centimetara. Kolika ¢e biti visina tekucine ako
u jednaku menzuru natocimo jednaku masu
alkohola? Alkohol ima gustocu 800 kg/m3, a
gustoca vode je 1000 kg/m3.

Rjesenje.
py = 1000 kg/m®
pa = 800 kg/m’
hy =20 cm

my = mgy

~2012)



hq =?

my = My
pv-Vv=pa-Va
pv-A-hy=pq-A-hg

A je povrSina dna menzure.

hy
hg =py- — =25 cm.
a v p

a

Kristijan Zdelarec (7),
Mate Lovraka, Zagreb

OS - 324. Herman Potocnik Jje prvi izracu-
nao visinu na kojoj treba kruZiti geostacionarni
satelit i njegovu brzinu. Takav satelit je uvijek
iznad iste tocke na Zemlji. Bilo je to jos 1928.
godine, 35 godina prije nego je lansiran prvi
geostacionarni satelit. Izracunao je da brzina
satelita mora biti 3080 m/s. Odredi visinu na
kojoj kruZi takav satelit. Prosjecni polumjer
Zemlje iznosi 6371 km, a period njene rotacije
je 23 sata 56 minuta i 4 sekunde.

Rjesenje.
v =3080 m/s
t=23h56 min4s=286164s
Rz = 6371 km
h=?

Satelit se oko Zemlje giba po kruZnici radijusa
r.

_om
T
o
T 2n
3080 m/s-86164 s
o 2.z
r=42237353.7 m = 42237 km
r=R;+h
h=r—R;
h=42237 km — 6371 km
h = 35866 km.

Domagoj Doresi¢ (7), Zagreb

0S - 325, Zemljin je polumjer oko 3.7
puta veci od Mjesecevog, a njena je masa 81
puta veéa od mase Mjeseca. Ako je prosjecna
gustoc¢a Zemlje 5515 kg/fn3 kolika je prosjecna

Matematicko-fizicki list, LXII 1 (2011. — 2012.)

gustoca Mjeseca? Pretpostavi da su oba tijela
oblika kugle.

Rjesenje.
Rz =3.7Ry
myz = 8lmy

pz = 5515 kg/m®
pm =?
myz = 81mM

4 4
pz.gR;n:sl-pM.gRL-n
pz- Ry =81-py Ry
pz- (3.7Rm)* =81 py - Ry
pz 3.7 =81 py

_ pz-37° 5515 kg/m® 3.7
M= T 81
Py = 3448.8 kg/m’.

KreSimir Cervelin (7),
OS Mate Lovraka, Zagreb

1469. Zemljinu unutrasnjost ugrubo moZe-
mo podijeliti na plast i jezgru (na slici). Na
povrsini Zemlje (tocka A) jac¢ina gravitacijskog
polja je 9.83 m/s*, a na granici jezgre i plasta
(tocka B) 10.7m/s>. Ako je radijus Zemlje
6371 km, i radijus jezgre 3486 km, odredi pro-
sjecnu gustocu jezgre i plasta, te Zemlje kao
cjeline.

RjeSenje. Neka su r, m, p; i g radijus,
masa i gustoda jezgre, te jacina polja u tocki
B. Neka su R, M, p i g radijus, masa i
gustoéa cijele Zemlje, te jacina polja u tocki
A.



2

G = — =8 10510 ke,
' r
m 3
i = ——— = 11000 k .
= 435 g/m
Masa i gustoca cijele Zemlje su analogno:

RZ
M= % =598 10%* kg,

M 3
= ————— = 5500 kg /m”.
P= aprern g/
Razlika dobivenih masa podijeljena s razlikom
volumena daje gustocu plasta:

mp =M —m=403-10* kg,
mp

P = G ) 4450 kg /m’>.

Lovro Cupié¢ (3),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

1470. Odredivanje starosti uzorka “meto-
dom C-14” zasniva se na raspadu radioak-
tivnog izotopa 14¢ s vremenom poluZivota
5730 godina. Kolika je starost uzorka ako je
izmjereno da aktivnost iznosi 73% pocetne
aktivnosti?

Rjesenje. Uz oznaku Ap za pocetnu
aktivnost i T za vrijeme poluraspada, za
aktivnost u trenutku ¢ vrijedi:

A(l‘) =Ap-2
Uvrstimo 1i A(r) = 0.73A9 i T = 5730 godina
dobivamo

L
T .

0.73A¢

log 0.
t=—Tlog, — — _5730. 108073
0

log2 '’

t = 2601.6 godina.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb

1471. Zeljezna plutaca ima oblik kugle,
sa Zeljeznom opnom debljine d, Suplje u
sredini (ispunjeno zrakom zanemarive mase).
Ako je radijus kugle 12.7 cm, a gustoca Zeljeza
7870 kgin®, odredi debljinu d Zeljeza za koju
kugla pluta do polovice uronjena u vodu.
Gustoca vode je 1000 kg/in3.

RjeSenje. Ako kugla miruje, sila uzgona je
iznosom jednaka teZini plutace:
U =mg = preVreg.

Volumen Zeljeza racunamo tako da od volume-
na vanjske kugle (r = 12.7 cm) oduzmemo

I

volumen unutarnje (r — d),
4
Vie = §n(r3 —(r—a)).
Sila uzgona je jednaka teZini istisnute vode,

dakle umnoSku volumena vanjske polukugle i
gustoce vode:

2
U= —7rr3pvg.
3
UvrStavanjem dobijemo
2 4
3 pvg = 3 — (r = d))preg.
Odatle je
— 3 pv 1\ _
d=r(1-7?/1—-—-—) =0.275 cm.
2pFe

Lovro Cupi¢ (3), Zagreb

1472. Kojom se maksimalnom brzinom moZe
kretati automobil mase 900kg na uzbrdici
nagiba 7°, ako je koeficijent trenja kotrljanja
kotaca s podlogom 0.08, a snaga motora
58kW? Navedi koje sve sile djeluju na
automobil.

Rjesenje. Duz smjera gibanja, na automobil
djeluju vu¢na sila motora, sila trenja i
komponenta teZine duZ kosine. Buduéi da
se automobil giba konstantnom brzinom, zbroj
tih sila jednak je nuli:

Fy — umgcos o — mgsino = 0
Fy, =900 -9.81 - (0.08cos 7° + sin7°)
= 1777 N.

Snaga motora je brzina obavljanja rada:

P===F - =F v
t t

Slijedi v = Fﬁ =32.64 m/s.

v

Lovro Cupi¢ (3), Zagreb

1473. Divergentna leca stvara virtuelnu
(prividnu) sliku predmeta udaljenu 20cm od
tog predmeta. Na kojoj je udaljenosti predmet
od lece, ako je jakost lece —3.25dpt?
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RjeSenje. Uz oznake na slici,
d=x—|x|=x+x =20cm.
JednadZba lece je:

1 1

x X

Uvrstimo j = —3.25 mlix=02-nx,

1 1
3925 — _
3.25 x+0.27x’
) 0.2
02¢— 22 =0
* ‘7305
y
Ay’
d -x’
X

Pozitivno rjesenje je x = 0.367 m= 36.7 cm.

Maja Vatavuk (3),
Gimnazija Antuna Vrancica, Sibenik

1474. Zica duljine 40cm nategnuta je
silom 224 N. Masa Zice je 0.08kg. Odredi
brzinu Sirenja valova du Zice. Kojim sve
frekvencijama izmedu 500 i 600 Hz Zica moZe
titrati?

RjeSenje. Brzina valova iznosi:

N - L_ 33.466 m /s,
m

V=

gdje je N napetost Zice, L duljina i m masa
zice. Osnovna frekvencija titranja odgovara
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stojnom valu duljine 2L:
v
f1= 2= 41.833 Hz.

Ostale moguce frekvencije su cjelobrojni

viSekratnici osnovne,
fn=n-f1
Izmedu 500 i 600 Hz su
f12 =502 Hz,

f13 = 543.83 Hz,
f14 = 585.66 Hz.

Lovro Cupi¢ (3), Zagreb

1475. Kolotura (homogeni disk) mase
2.8kg, radijusa 10cm ucvrséena je tako da
se moZe okretati oko osovine bez trenja. Na
koloturu je namotano uZe zanemarive mase,
a na kraju uZeta visi uteg mase 0.84kg (na
slici). Koliko ce biti ubrzanje utega? Kolika je
sila napetosti uZeta? (g =10 m/s2)

RjeSenje. Moment inercije valjka je I =
myr

, a kutna akceleracija o = —, gdje

SR

je a obodna akceleracija valjka i jednaka je
akceleraciji utega. Napetost uzeta N = mg—ma

uzrokuje moment sile M = Nr = la.
Sredivanjem dobivamo:
mg 2
= ——=—-=3.5 ,
m+my/2 m /s

N =m(g —a) =525N.
Lovro Cupi¢ (3), Zagreb



