Andrija Bonifacic

MARIN GETALDIC O ODREBDIVANJU POLUMJERA ZEMLJE

o Prikaz jednog problema _
iz djela »De resolutione et compositione mathematica«!

Dubrovacki matematicar XVII. stoljeca Marin Getaldi¢ (1568.
—1626.) istiCe se viSe kao teoretiCar nego kao praktiCar koji pri-
stupa matematiCkim problemima radi prakticne? primjene. Nje-
govu paznju posebno zaoklaplja metodoloSki pristup geometrij-
skim problemima koje obraduje sintetickom metodom starih, za
koje matematika i nije bila drugo nego geometrija, gdje su bili
brojevi duzine i njihovi umnosci povrSine. Taj klasicni pristup
Feo_metrusklm roblemima u njegovo je vrijeme obogacen od-
ICnim pomagalom algebarskom analizom francuskog matemati-

I Marini Ghetaldi, patritii Ragusini mathematici praestantissimi. De
resolutione et compositione mathematica libri quinque. Opus E(osthumum.
Romae, ex typographia Reverendae Camerae Apostolicae MDCXXX.

2 Medu djelima Marina Getaldi¢a koja mogu imati prakti¢nu primjenu
u optici, najprije se_misli na djelo Neki Stavci o paraboli, objavljeno 1603.
koje se Cesto oznaCuje kao djelo koje raspravlja o paraboli i o zrcalu
za lpaljenje (tde parabola et speculo ustorio), dok”je, u stvari, sadrZaj toga
jela posve teorijske naravi. Tu se, naime, dokazuje da su presjeci kosog
kao i nejednakostranicnog stoSca — koji su paralelni s jednom izvodnicom
— isto tako parabole kao Sto su to i presjeci uspravnoga jednakostranic-
noga stosca. , B

. Jos su veCu zabunu stvorili GetaldiCevi Zivotopisci Crijevi¢ i Appen-
dini_kada su prosirili pog_rgsan navod nizozemskog matematicara G. J. Vossa
(1577—1649), da je Getaldi¢ napisao djelo »De radiis visus et lucis in vitris
erspectivis et ‘iride«, a nije. ga napisao Getaldi¢, nego_njegov zemljak
abljanin Markantun de Dominis;_ koje Jle izaSlo u Veneciji 16]1. )
) Nesumnjivo je ta_zabuna pridonijela tomu da su se optiCarske radio-
nice kod nas nazvale GetaldiCevim iménom, Sto se moZze smatrati sretnim
sluCajem, jer se ne smije GetaldiCu poreCi svaka veza s_primijenjenom
geometrijom, posebno s ‘optikom. Brat GetaldiCev, Jakov Getaldic, Saljuci
u Rim rukopis »De _resolutione...« kardinalu Barberiniju, prilozio je kao
dar »jedno parabolicno zrcalo koje je napravio sam gospodin Marin —
uno Specchio_Parabolico, fatto g!t,tare dallo stesso Signore Marino«._ (Vidi
Stipani¢_dr. Ernest, Marin Getaldi¢, Beograd, 1961. str.” 149. i Dadi¢ Zarko,
Marin Getaldi¢, Sabrana djela 1, str. 81—83)
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Cara Francoisa Vietea s kojim je Getaldi¢ prijateljevao i suradi-
vao. Getaldi¢ se proslavio upravo s tim Sto je Vieteovu algebarsku
analizu prihvatio i primijenio je pri rjesavanju geometrijskih
problema, te je tako utemeljio put Descartesovoj analitickoj geo-

metriji.

) \}air]o je naglasiti da se u Getaldi¢a algebarska analiza pri
rjeSavanju geometrijskih problema nije toliko osamostalila da bi
geometrija postala analitickom, nego je ostala u sluzbi klasicne
sinteticke metode kojoj je Getaldi¢c do kraja ostao vijeran, te na-
kon algebarske analize nikad ne propuSta geometrijsku sintezu i
konstrukciju geometrijskog problema. U prvom razdoblju znan-
stvenog djelovanja njome se jedino sluzio,d a u drugom razdoblju
to jest u posljednjem svojem djelu De resolutione et
compositione mathematica koje fe objelodanjeno Cetiri godine po-
slije njegove smrti, sluzi se I algebarskom analizom, ali tako da
ona uvijek ostaje u sluzbi klasicne sintetiCke metode.

Posto je, dakle, taj uzajamni odnos analize i sinteze za Ge-
taldica toliko vazan, smatram vrijednim da se Sto vjernije prikaze
poneki primjer iz navedenog djela o matematickoj analizi i sin-
tezi radi osvjetljenja toga osnovnoga metodoloskog pristupa.
~ Kao primjer uzeo sam treCi problem Cetvrte knjige, Sto ga
je autor, mozda kao jednoga od najslozenijih ostavio za posljed-
nje mjesto medu problemima koji spadaju u algebru,4 a zanimljiv

3 Usporedujuéi ranije Getaldiceve radove, osobito »Zbirku razlicitih
problema«, s njegovim posljednjim djelom, koje je ovdje obradeno, vidi
se_da on tek u ovom posljednjem djelu upotrebljava algebarsku analizu.
Ali »postoji dosta razloga da se VJe_rua_e kako je GetaldiC istodobno zasno-
vao djelo Zbirka razliCitih problema i djelo. O matematickoj analizi i sintezi.
Probleme koje je rjeSavao u_ovoj zbirCi rjeSavao je opet u djelu O mate-
matickoj analizi i Sintezi.., Tako je u isto doba zapoceo dva_svoja djela,
metodoloski_potpuno razliCita, dapaCe metodolodki suprotna. To je ucinio
svjesno sa zeljom da najprije prikaze rjeSenja problema ﬂo_stupmma_ koji
nisu u okviru” Vieteove algebarske metode, a Kasnije tio da prikaze
ypravo snagu analitiCko-sintetickog_ postupka, i to” vrlo opcenito«. Usp.
1é’;17r2ko tDa%%, predgovor Zbirci razli€itih problema, Sabrana djela 1, Zagreb

, str. 107.

4 Za smjeStaj problema, Sto %_a, odabiremo za obradbu u ovoj radniji,
dobro je napomenuti da su u Getaldicevu_djelu obradeni teoremi i problemi
ovim redom: U prvoj knjizi obradeno je 11 teorema i 7 problema koji
dovode do linearne algeb_arske relacije.” U drugoj knjizi obradeno je
teorema i 9 problema Kkoji dovode u “algebarskoj analizi. do omjera i raz-
mjera. U treCoj se obraduju 3 kanona i 7 problema koji dovodé do kvad-
ratne relacije. 'U Cetvrtoj knjizi najprije dokazuje 3 teorema koji dovode
do r_e_IacHa razmjera, a_zatim postavlja i rijeSava 3 problema Kvadratnih
relacija. Posljednji od njih, treci, obraden je U ovom radu. Problemi Cetiriju
prvih™ knjiga” spadaju pod algebru u tom smislu da se pomocu algebarske
analize ukazuje na odredeno njihovo rjeSenje. U petoj knjizi obraduju se
dopunski_ problemi _koji ili_nemaju gesen_@ ili_ih imaju_bezbroj “(usp.
Andrija_Bonifali¢, Gdjé se je Marin Getaldi¢ najviSe priblizZio Descartesu,
Anali "1978, svezak XV—XVI) ili pak »ne_spadaju pod algebru te se rjesa-
vaju metodom kakvom su Se sluzili starik — kako autor veli na poCetku
pete knjige.
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je u geometriji i astronomiji za odredivanje polumjera Zemlje.
Poticaj za taj izbor je neizvrseno obecanje prof. Otona Kucere
da ¢e se navratiti »na interesantni predlog za odredenje polu-
mjera zemaljskoga«,5 na taj izbor nije utjecalo ni to $to je isti
problem obradio Nikola Cubrani¢.t Cubrani¢, naime, promatra
problem s geodetskog glediSta pa analizira mogucnost primjene
tog matematskog problema u geodetskoj praksi. Posebice se, na
primjer, uope ne upusta u sintezu problema, to jest u konsti-
tuiranje trazenog trokuta, Sto je bitno za Getaldicev metodoloski
pristup, kako je tek objasnjeno.

Prilikom obrade prevedenoga originalnog teksta bit ce izlo-
Zen uvod i priprava samog problema, zatim problem sa svojom
algebarskom analizom koju zakljuCujemo s porizmom, to jest s
tvrdnjom_koja_proizlazi iz analize, a predstavlja relaciju izmedu
trazenih i danih veliCina u problemu, da se tom relacijom_Kori-
stimo u konacnom dijelu obrade, to jest u_geometrijskoj sin-
tezi ili konstrukciji. Odstupanja od teksta, koji je vrlo opsiran i
pun ponavljanja te se moZe sazetije prikazati, bit ¢e napomenuta
na odgovarajucem mjestu.

Uvod i priprava problema

_»Medu najuvazenijim ljudima svih vremena postoji veliko
razilazenje u procjeni koliki je opseg Zemlje. Aristotel u drugoj
knjizi o nebu, prema_misljenju matematiCara_onoga vremena,
kaze da opseg Zemlje iznosi 400 000 stadija, to jest 50 000 milja.7
Arhimed pak u knjizi o broju pijeska Cini se da p_rlst%Je uz one
koji misle da opseg Zemlje iznosi 300 000 stadija, ili 37500 milja.}
A Hiparh, kako donosi Plinije u 108. po_glavgu 2. kr_ultg:;e, pridaje
opsegu Zemlje 277 000 stadija, Sto znaCi 34 625 milja.J1@ritosten

.5 Oton Kucera, O Marinu Getaldi¢u, patriciju_dubrovackom, zname-
nitom matematiku i fiziku na poCetku XVII vijeka, Rad, knj. CXVII, JAZU,
Zagreb 1893., str. 19—60.

§ Nikola Cubrani¢, Getaldicev prijedlog za odredivanje veliCine Zeml{e.
Radovi medunarodnog simpozija »Geometrija i algebra pocetkom XVII sto-
ijcaé<i 90 povodu 400. godiSnjice rodenja Marina Getaldi¢a, Zagreb 1969,
str. 61—70.

_ . 1 Milja, kako se ovdje vidi, ima 8 stadija,_ Stadij pak iznosi 192 m
(vidi Musi¢ A, Nacrt grckih i rimskih starina, Zagreb, 1910, str. 54). Ari-
stotel, dakle, drzi da opseg Zemlje iznosi 76,8 milijuna metara. Kod znamo
da ekvator Zemlje — po definiciji metra — iznosi samo 40 milijuna me-
tara, vidimo da je Aristotel premasio mjeru skoro dvostruko.

§ Po istom raCunu 57,6 milijuna metara.
9 53,184 milijuna metara.
10 48,384 milijuna metara.
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mu pak pridaje 252 000 stadija, ili 31 500 milja.l0 A Dioniziodor,
veliki geometar, pisuci iz srediSta Zemlje onima koji su na po-
vrsini, kako donosi Plinije u zadnjem poglavlju iste knjige, tvrdi
da je iz groba dopro do najnize tocke Zemlje i da ta udaljenost,
to Jest polumjer _zem(ljje, iznosi 42 000 stadija, Sto je 5250 mlga,
iz Cega se po Arhimedovu racunu dolazi do njezina opsega 33 000
milja.ll Ptolomej pak, kojega noviji_ slijede, tvrdi da opseg Zemlje
iznosi 180000 stadija ili 22500 milja.l2 Alfragan i Tibicije daju
opsegu Zemlje 163 200 stadija ili 20400 milja.l3

»Ova tako velika raznolikost u misljenju potaknula me je
da_promotrim kako bi se mogao pronaci opseg Zemlje, pa sam
naSao dva nacina kojima se to moZze postici, | oba cu geometrijski
obraditi.

Prvi naCin je ovaj:

»Neka se odaberu na povrsini jezera, kad nema nikakvog
vjetra, dva mjesta medusobno udaljena najmanje tri milje. Na
jednom od njih neka se podigne okomito na povrSinu vode li-
mena ploCica s uskim otvorom pruzenim u Sirinu. Otrag ploCice
kod samog otvora neka se postavi svjetlo, a razmak od povrSine
vode do vrha otvora neka bude oko jedne stope. Na drugom
kraju neka se postavi dpromatraé kOIJI Ce se podizati ili snizivati
dok mu doglednica ne dopre do svjetla pravcem koji dira povrsinu
vode, tako da kad bi se 1 najmanje snizio ne bi vidio svjetla zbog
zaobljenosti vode koja bi, sada, doSla izmedu oka i svjetla. Povr-
Sina Je, naime, vode, koja mirno lezi, zaobljena, a srediSte te
zaobljenosti jest srediSte Zemlje, kako je dokazao Arhimed. Neka
se sada pomnjivo izmjeri razmak izmedu promatraceva oka i
povrsine vode, kao i razmak izmedu povrSine vode i vrha otvora
na ploCici. Kad su, naime, zadana ta dva razmaka i udaljenost
tih dvaju mjesta na povrSini vode, moze se izraCunati promjer
Zemlje, kako Ce se kasnije pokazati, a zatim Arhimedovim racu-
nom njezin opseg.

»Rekoh da se to ima izvesti na kojem jezeru, a ne na moru,
jer bi zbog plime i oseke izvedba bila poremecena, pa se za ovaj
B(_)stupak trazi mirna stajaCa voda; i stoga rekoh da to mora

iti kad nema nikakvog vjetra, da se povrsSina vode ne bi uzbibala.

11 50,688 milijuna metara. Ovdje se vidi da je Getaldi¢ poznavao broj
T to€noScu koju daje kvocijent:

33000 : 2-5250 = 3,1428571...
12 3456 milijuna metara. Ptolomej se najviSe pribliZzio vrijednosti op-
sega Zemlje, to jest 40 milijuna metara.
13 Tekst glasi 563200 stadija_ili 20400 mi!‘ja, %djf? treba ispraviti ili
stadije na broj 163 200, ili pak milje na broj 70 400. V{el’leVIjI je ispravak

broja stadija na 163 200, Sto iznosi 31,3344 milijuna metara.
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Mjesto jezera bi, pace, bio joS zgodniji potok ili kanal na kakvoj
ravnici ravno_pruzen kakve sam vidio u niZzoj Germaniji, a 0so-
bito u Bataviji,l4 jer je u njima voda posve mirna i nepomicna.

»Drugi nacin da se izraCuna opseg Zemlje, i to laksi i tocniji
od prvog, izgleda ovako:

»Nek se odaberu dva brda s otvorenim vidikom na more,
tako da se s nekog mjesta viseg brda pruza doglednica preko
vrha nizeg brda do_kruznice gdje se horizont spaja_ s morem.
Neka se, zatim, istraZi visina nizeg brda, to jest okomica od nje-
govog vrha do morske razine. Isto tako neka se istraZi visina onog
mjesta iz kojeg se preko vrha brda pruza doglednica do hori-
zonta, to jest okomica od tog mjesta do morske razine. Zatim
neka se pronade razdaljina izmedu tog mjesta i recenog vrha
brda. Pa kad se sve to obavi, izraCunat e se promjer Zemlje,
kako Ce se objasniti, a iz promjera opseg.

~ »Sve Cu to pokazati kod jednog problema koji ima dva slu-
Cajac.ls

“Ovdje je na dlanu pitanje: da li je Getaldi¢ obavljao ta mje-
renja koja je predlagao.
~ Odgovor je, doduSe, negativan: on mjerenja_nije obavljao
ni sam niti po drugima. Ali postoji pozitivno svjedoCanstvo da
je namjeravao mjeriti zajedno sa svojim prijateljem iz Dubrov-
nika. SaCuvalo se, naime, pismo s datumom od 15. studenoga
1625. godine, naslovljeno profesoru matematike, isusovcu, Kristo-
foru Grienbergeru.li  Izmedu ostaloga tu_ piSe: »... Vidjevsi da
postoji velika raznolikost u procjeni veliCine Zemlje, medu svim
piscima, naumio sam i ja da_potrazim naCin na koji bi se mogla
veliCina Zemlje izmjeriti. Nasao sam dosta pogodan problem Ci-
jom se primjenom moze na dva nacCina naci promjer Zemlje, a
zatim pomocu_Arhimedovog raCuna i njezin opslsﬁq. Ako mi Bog
da zivota, mozda Cu ovoga proljeca, zajedno s Marinom Gundu-
licem i Ignacijem TudiSicem koji su me mnogo podsticali, ostva-
riti tu zamisao ...«

~Medutim, Getaldi¢ je umro 7. travnja 1626, dakle ni pet mje-
seci nakon toga pisma. Smrt ga je sprijeCila ne samo u obavlja-
nju_mjerenja nego 1 u objavljivanju prijedloga mjerenja, koji
je tiskan posmrtno 1630. u djelu koje se ovdje obraduje.
~ Prije problema postavljen je jedan poucak za koji se pred-
vida da ¢e u razlaganju biti potreban, a zove se lemom.

14 Batavia oznaCuje Nizozemsku, a niza Germanija, Germania inferior,
kako _?top u latinskom™ originalu, bez sumnje sjevernu Njemacku koja nije
gorovita.

15 Marini Ghetaldi, De resolutione ...« Romae 1630., str. 263—264.

16 Miroslav Vanino, Dubrovanin Marin Getaldi¢ i isusovci. Vrela i

prinosi, br. 12, Sarajevo 1941, str. 76. i 85—86
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»Lema za ono Sto slijedi :

»Ako pravac povucen srediStem kruga sjeCe tetivu pod kosim
kutom u dva jednaka dijela, srediSte Ce kruga biti u njihovu sje-
cistu.

»Neka pravac AB prolazi sredistem kruga i neka sijeCe pod
kosim kutom tetivu CD u dva Lednaka_ dijela u tocki E. Tvrdim
da ée toCka E srediSte kruga. Nek se, naime, povuce kroz E pravac
FEG okomit na CD. Posto je, dakle CE = ED, srediSte Ce kruga
biti na pravcu FG. (Korolarij 1. stavka 3. knjige Euklida). No
isto srediSte je i na pravcu AEB, pa se ono stoga nalazi u tocki
E, Sto je trebalo dokazati.

Problem 111

»QOdrediti trokut kojemu je zadana oshovica i duZine za koje
krakovi premasuju visinu. ) o _ )

»Ovaj problem ima dva sluCaja. Visina, naime, to jest oko-
mica spustena iz vrha, pada ili unutar trokuta ili izvan njega.
U prvom slucaju Ce zbroj duzina, kojima krakovi premasuju vi-
sinu, biti manji od osnovice, a u drugom ¢e biti manja od osno-
vice razlika tih duZina«.

Pri rjeSavanju problema treba napomenuti da je originalni
tekst vrlo opSiran. Autor obraduje svaki sluCaj posebno, i to svaki
na dva naCina. Tako postoje Cetiri algebarske analize i Cetiri sin-
teze. Tekst iznosi 34 stranice (str. 264—297). No cijela se stvar
moze prikazati kraCe, a da se pri tom niSta bitno ne propusti.
Oba sluCaja a) i b) rjeSavaju se istim tekstom kad se on primi-
jeni na dvije slike — slika a) i slika b) — koje prikazuju svaka
svoj slucCaj, te su oznaCene istim znakovima s malom inaCicom
za svoj sluCaj. Oba se pak sluCaja rjeSavaju na dva nacCina, a
svaki nacin ima u istom tekstu %a oba slucaja) svoju inacicu
koja se oznaCuje oznakama A) i B). Mala, dakle, slova a) i b)
razlikuju dva sluCaja — u jednom visina pada_unutar trokuta,
a u drugom izvan, na _produzenje osnovice, a velika slova A) i B)
odnose se na dva naCina rjeSavanja, svaki za oba sluCaja a) i b).
Tako se izbjegavaju mnoga ponavljanja i — umjesto Cetiri —
bit Ce samo jedna analiza i jedna sinteza, upozoravajuci s ozna-
kom a) i _b) da se tekst neSto mijenja za svaki pojedini slucaj.
Na taj nacin bit ¢e dovoljno u prijevodu samo 9 stranica teksta.

Analiza

»Neka je zadana osnovica trokuta b, duzina_d kojom veci
krak premasuje visinu, i duzina g kojom Premaswe visinu manji
krak. Treba odrediti trokut. (V. sl. la i sl. Ib).
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»Uzmimo da je trokut HEF veC odreden. Na osnovicu pada
okomica HO. Oko H nek se opiSe kruznica I0P s polumjerom
HO, koja sijeCe krakove EH i FH u tocki_I, odnosno K, te pro-
duzenje veceg kraka u P. Zadana je osnovica EF — Db, te duZine
El = d i KF = g, kako_je oznaceno na slikama br. 1. Nek se jo$
povuce kruznica sa srediStem u H i s polumjerom HF, koja sijecCe:

a) osnhovicu, b) produzenje osnovice
u M, krak EH u L, a njegovo produzenje u N.

»Razlika segmenata Sto ih visina tvori na osnovici bit ¢e du-
Zinaa=EM, i to:
aQ EO — OF = EM = a(b
by EO— OF = EO + FO = EM = a)b
jer je, prema 36. stavku Ill knjige Euklida, MO ~ OF.

»Razlika krakova je EL, a to je i razlika duZina kojima kra-
kovi nadmasuju visinu, te je biljezimo
EL =d—g
»Najprije cemo odrediti duzinu EM = a.

~ . »Prema korolariju | prvog problema prve knjige ovoga djela
imamo
A) 2EO = a+b B) 2FO = b — all
at+thb b —a
EO = ---eoeeme - =0 = —
2 2

.17 Za prvi sluCaj a) problema, jer je a(b, postavlja se b—a; no za
drugi sluCaj problema, bf_ sluca&, jer je a>b, treba Ppostaviti a—b. U
daljnjem sé postupku taj_izraz kvadrira, pa se dobije isti rezultat u ko-
nacnoj relaciji za oba slucaja.
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»Posto je, prema 36. stavku treée knjige Euklida,

EL'EN = EM EF,
bit ¢e
EL: EM = EF: EN,
i odatle
(d—g :a=Db:EN
ab
EN = e
d—g
te dalje:
ab
A) EP = g
d—g
ab
B) IN = LP = FZ = d,
d—g

gdje je Z toCka na kruznici IOKP u produzenju FH.
»Posto je pak,l8 prema 36. stavku treCe knjige Euklida:

A) EI+EP = EOL
ab a+b
(e Q) = (e
d—g 2
B) FK'FZ = FOl
ab a—»b
R Q) = (e )
d—g 2
Odatle imamo :
4 abd
A)  mmmmeeeeen 4dg = a + 2ab — bl
d—g
4 abg
B) d -------------- 4dg = al — 2ab + bl
— 0

18 Da bi Citatelj imao

uvid u nacin kako autor na latinskom jeziku

izrazava ovo Sto prevodimo, ovu recenicu |5P_|sujemo tocno iz originala;
i

»Et quoniam rectangulum IEP (36 ter

hoc est rectangulum D, &---

Rectangulum _prvotno

i) ‘aequale est quadrato EO,

a
———————————————— G aequale quadrato ex BY% — Al

znaCi _pravokutnik, a u geometrijskom racu-

nanju, gdje su brojevi duZine, znaCi umnoZzak. Tako Kkvadrat prvotno znaCi
Bovrsmu, a u raCunanju sve do danas zadrzava znaenje umnoSka nekog

roja samim sobom.
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»Da se ova jednadzba lakSe rijeSi, neka se postavi :

bd bg
A) = f B)

d-g d—g
pa imamo :
A) 4daf — 2ab — al = bl + 4dg
B) 4af + 2ab — al = bl + 4dg

A a2 = 2f — b £ < (2f — b)2 — b2 — 4dgl
B) a2 _2f + b £ Vv (2f + b)2 — bl — 4dg

»Kod ovih jednadzbi a ima dvije vrijednosti, jer su pred zna-
kom korijena dva predznaka, plus daje vecCu vrijednost, a minus
manju. Za prvi, a), slucaj, kod rjesavanja na oba nacina, A) i B),
uzima se manja vrijednost, jer je a(b; a za drugi, b), slucaj, kod
rjeSavanja na oba naCina, A) 1 B), veCa vrijednost, jer je a)b,
kako je istaknuto kod postavljanja problemac.

Porizam

Porizmom se sredu{u rezultati analize, da se njima moZemo
ﬁosluiiti u sintezi problema. Rezultati su ve¢ dani relacijom do
oje analiza dovodi, ali se radi lakSe primjene na konstrukciju
zadatka obiCava porizam izraziti rijeCima. Tako imamo :

»Neka se razlika duzina kojima krakovi premaSuju visinu
trokuta odnosi A) prema vecoj, B) prema manjoj od tih duzina,
kao Sto se osnovica odnosi Erema nekoj drugoj duZini;Q a od
A) razlike, B) zbroja dvostruke te duZine i osnovicell a) nek se

19 Ovdje se vidi kako je nastao znak V ) kao znak za racunsku
operaciju drugog, korijena.” Ta se operacija nazivala »latus universale« i
oznaCivala se pocetnim slovima tih dviju rijeCi: L U, gdje se drugo slovo
Cesto piSe kao V. Naziv doslovno znaci »po_svudasnjla stranica«, to jest
stranica kvadrata koja je svuda jednaka. To je u skladu s nazivom kva-
drata za drugu potenciju, kao i s nazivom “»pravokutnik« za umnoZzak.
Razvoj pak od L V do danaSnjeg znaka V ~nadaje se sam po sebi.
Izraz ‘pod korijenom trebalo je, naime, obuhvatiti ili zagradama ili crtom
nad_njim koja se ticala znaka V, da se ne_bi slovo V pobrkalo s kakvom
,du?momL, odnosno algebarskom veli¢inom. Zbog istog razloga napustalo se
i slovo

.0 Ta »neka druga duzina« definirana je upravo tim razmjerom, a
oznaCena je sa f. Dakle:

A)_(d-g) d="b_f B) (d-g):g="Db:f
2" Razlika ili zbroj jesu:
A b za B) 2f + b
g()jje fb_llrjnazorazlléltu vrijednost, ve¢ prema definiciji kod A), odnosno kod
J— IJ- ,

107



oduzme duzina kojoj je kvadrat jednak onoj povrSini kojom
kvadrat A) te razlike, B& toga zbroja_premasuje kvadrat osnovice
i Cetverostruki pravokutnik nad duZinama kojima krakovi pre-
masuju visinu;2 i tako preostaje izraz za manju vrijednost.
5_ Nek se pak A) razlici, B) zbroju dvostruke te duzine i
osnovice doda duZina _kOjOé je kvadrat_jednak onoj povrsini ko-
jom kvadrat A) te razlike, B) toga zbroja premaSuje kvadrat osno-
vice i Cetverostruki pravokutnik nad duzinama kojima krakovi
premasuju visinu; i tako preostaje izraz za veCu vrijednost«.23

Kako je veC reCeno, a) vrijedi za prvi sluCaj problema, kad
visina pada unutar trokuta, a b5 za drugi slucaj, kad visina pada
ivz_varé)trokuta, bilo da se rjeSava problem na naCin A) ili na na-
¢in B).

‘Nasavsi izraz za posrednu veliCinu a = EM, koja predstavlja
razliku segmenata Sto ih tvori visina trokuta na njegovoj osno-
vici, autor se ne trudi dalje da analizom pronade visinu Koja,
u oba slucCaja Sto ih predlaze za mjerenje opsega Zemlje, pred-
stavlja Zemljin polumjer. Njemu je vazno da, slijedeci tragove
ove analize Kojom se odreduje posredna veliina a, moZe odrediti
trokut pa Ce onda pokazati izraCunavanje visine koja predstavlja
polumjer Zemlje. Slijedimo ga, te predimo na konstruiranje tra-
Zenog trokuta.

Sinteza

»Zadana je osnovica EF trokuta, zatim duzina FD kojom veci
krak trokuta premasuje njegovu visinu, te duzina DA kojom ma-
nji krak trokuta premasuje istu visinu. Na FD oznacit ¢emo tocku
G tako da bude GD = DA.

»Za prvi, a), sluCaj vrijedi uvjet:
FD + DA {EF
a za drugi, b), sluaj uvjet glasi :
FD — DA ( EF

Treba odrediti trokut«.

Jednim tekstom obuhvatit cemo oba_slucaja, @) i b), koji se
odnose na prvi nacCin obradbe u analizi. To je naCin A).2 Sinteza

2 Razlici, odnosno zbroju iz bilj. 21, u slu€aju a) se oduzima, u slu-
Caju b) se dodaje »duzina kojoj je kvadrat...«. Ta je duzina dana izrazom:

uA) < (2f—b)—bl—4dg u B) V' (2f + b)l— bl — 4dg
3 Marini Ghetaldi, n. d., str. 264—266; 275—276; 282—283; 293—294.
U Tekstovi se nalaze u originalnom djelu str. 266—269. i str. 284.—287.
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koja slijedi tra
nije provedena,’ > MC . A1 .
sta koji sluzi za A). Dakle, inaCice a) i b), kao i slike 2.a) i 2. D)
odnose se na prvi I drugi slucaj problema, prvi — kad visina pada
unutar trokuta, a drugi — kad visina pada izvan njega.

»Neka se u tocki D podigne okomica, koju polukruznica nad
FA sjeCe u U. Iz toCke F neka se spusti okomica FT = 2DU i nek
se spoji ET. Imamo :
FT. = 4DUl = 4FD DA

%oye drugoga, B), naCina obradbe u ovom radu
Aer to nije moguce uciniti inaCicom istoga tek-

»Neka se odredi FR iz razmjera :
FG.FD = EF:FR
i neka se odredi toCka X tako da bude FX = 2FR, te neka se
E%dlgneEPolukruinlca nad XE i neka se na nju nanese duZina

za koju ¢emo pokazati da je manja od promjera XE.
Tocka C neka se spg)g'i s toCkom X i neka se povucCe polukruznica
XC sa sredistem u X, koja sijecCe :
a) duzinu XE u tocki S, a b) duZinu EX u tocki Y, a
njezino produzenje u Y. njezino produzenje u tocki S.
~ »Vrijednosti koje su u relaciji porizma dane za duzinu a=EM
jesu SE.
% lzostavljeni tekstovi sinteze po drugom nacinu obrade nalaze se na
str. 276.—280. i str. 294.-297.
109



a) Za prvi sluCaj je manja

gznak minus pred korijenom):
E=XE—XC=2RF—EF=X

b) za drugi sluCaj je veca
(znak plus pred korijenom):
SE=2RF—EF+XC

Gdje je za oba slucaja: XC—V XE!—CEl

XC — V (2RF—EF) —ET

XC = V (2RF— EF)?— EF2—4FD . DA«

»Vrijednosti, dakle, koje dobivamo za trazenu veliCinu a jesu:

a) SE manja i YE veca
Jasno je da je YE veca od
trazene razlike segmenata
na osnovici, paCe i od same
osnovice. PoSto je, naime,
u omjeru FG:FD postavljen
manji_ Clan prema vecemu,
tako je i u omjeru EF:RF,
te imamo :

b) SE veéa i YE manja

Nesto manjka, ne od doka-
zivanja problema, nego od
analize, da se jedna vrijed-
nost mora uzeti a ne druga;
ili_zaSto treba uzeti jednu
vrijednost, a ne drugu. (Zna-
mo da treba uzeti SE, to
jest veCu vrijednost)

EF ( RF = XR.

»Neka se, dakle
a) na osnovici b) na produzenju osnovice

uzme duzina EM—SE, za koju mozemo dokazati da je
a) manja od osnovice. b) veca od osnovice.

Duzina EM neka se raspolovi na dva jednaka dijela u O, pa nek
se kroz tu toCku povuce okomica HOV, gdje je:

OV = FD ( EO,

kako se kasnije dokazuje. Neka se spoji V sa E. Posto je OV ( OE,
bit ¢e i kut OEV manji od kuta OVE. Neka bude kut VEH jednak
kutu EVH, gd;:e pravac EH sijeCe pravac OH u tocki H, te neka
se H spoji sa F. Odredili smo, dakle, trokut HEF kojemu je osno-
vica zadana duZina EF, krak HE premaSuje visinu trokuta du-
zinom OV koja je jednaka duzini FD-, jer je HE = HV zboijedna—
kosti kutova VEH i HVE. Preostaje jos, dakle, da se dokaze da
krak HF premasuje visinu HO duzinom koja je jednaka zadanoj
duzini DA, a to ¢emo objasniti iduci tragom algebarske analize,
na ovaj nacin:

»Neka se, dakle, nacrta kruznica IOKP sa srediStem u H i
polumjerom HO, koja sijeCe krak EH u tocki I, a _krak HF u K,
pa neka se EH produzi tako da obodnicu kruznice sijeCe u P. Neka
se odredi tocka N i L tako da bude
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PN = LI = ADX
»Neka se produzi i YF na obe strane tako da bude:
FQ — EF i ZX = XE.
Bit ¢e dakle:
ZQ = 2XF = 4RF

jer je prema Konstrukciji XF = 2RF. A buduci da je kut XCE
ravi, pravac EC dira kruznicu SCY, te je stoga, prema 36. stav-
u . knjige Euklida,

XE ' SE = EC] = ET? = EF) + FT) = EF).—4FD ' DA
No postoji i ova relacija:
YE'SE =Z7S+SE = (ZE—SE) ' SE = ZE + SE— SE! =
=(ZQ —EQ) SE—SE! — ZQ + SE—EQ + SE—SEl =
= 4RF + SE — 2EF ' SE — SE2
Imamo, dakle:

4RF + SE — 2EF + SE — SE? = EF. —4FD + DAl

4RF + SE —4FD ' DA = SE! + 2EF SE + EF!

4 (RF SE—FD DA) = (SE + EF)l = SF. =4+ EQl
jer je SF = 2EO, posto je, prema konstrukciji SE = EM i MO =OF.
Dalje imamo:

RF+SE—FD DA=EO.=ElI'EP = El'(EN—PN) =
=EI"EN—EI'"PN=EI-EN—EI ' LI

% Da su duZine LI = PN — DA upravo ona duzina kojom manji krak
HF premasSuje visinu, bit ¢e dokazano tako da toCke L i N leZe na istoj
kruznici kao'i toCke M i F

21 Na ovu relaciju upucuje analiza, do koje se dolazi algebarskim
putem. To je relacija:
) 4af—2ab—a2_=b2+4c(ijg. . ) . .
Upucéeni_na nju analizom ov {e je dobivamo geometrijskom sintezom.
Sada_sinteza ide tragom analize retrogradno, dok se dode do geometrijske
relacije od koje je analiza posla, to jest do relacije:
. o EL-EN = EN - EF
Lijep primjer kako analiza sluzi sintezi!
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No imamo i:
RP+SE—FD'DA =RF'EM—EI ' LI

Dakle je i:
RF+EM—EI LI = ElI"EN—EI ' LI
RF-EM = El + EN
EM:EN = EI :RF

A posto je prema konstrukciji:
FG.FD = EL: El = EF . RF
ili, promijenivsi redoslijed:
EL:EF = El . RF
bit Ce:
EM:EN = EL: EF
EM ' EF = EN ' EL

iz Cega se razabire da toCke L, M, F i N leze na Kkruznici. Sre-
diste te kruznice je na pravcu HV koji pod pravim kutom sijece
duzinu MF na dva jednaka dijela. Pravac pak HV sijece duzinu
LN u H na dva jednaka dijela, Lerje,_ prema konstrukciji, PN = LI
a IH — HP, jer su polumjeri kruznice IKP, ali je ne sijeCe pod
ravim kutom. Dakle, quema lemi koju smo postavili prije pro-
lema, tocka H je srediSte kruznice LMFN, kao i kruznice IOP.
Stoga je HF = HL. Posto je pak HK = HI, bit ¢e KF = IL = AD.
Tako Il-? konstruiran na_osnovici EF trokut HEF, kojemu krakovi
HE i HF premaSuju visinu HO duzinama koje su jednake zadanim
duzinama FD i DA. A to je trebalo uciniti — quod facere opor-
tebat«2 o _ _ )

_Ovime zakljuCujemo sintezu, kojom su ujedno obuhvacena oba
sluCaja, a) i b), obradena na prvi nacin, aj VeC je napomenuto
da je izostavljena sinteza koja je slijedila drugi, B, naCin obrade,
a nalazi se na stranicama originalnog djela 276. — 280. za prvi a)
slucaj, i na str. 294, — 297. za drugi b{ sluCaj. K tomu su, kao
manje vazni, izostavljeni neki dokazi, kao na primjer da je:

OV = FD { EO,

iako su u tekstu obecani. Mislim, naime, da bi za razumijevanje
same stvari to bilo u ovom radu preveliko i ne nuzno opterecenje.?

%8 Stereotipni zavrSetak dokaza kod geometrijske sinteze.
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»Kako odrediti polumjer Zemlje«d

~ Ovaj se problem sa svoja dva sluéaH'a primje_njulje za odre-
divanje polumjera Zemlje upravo prema dvama prijedlozima koje
je autor postavio prije nego je naveo sam problem. Evo kako Je
to ucinio:

»lz ove konstrukcije problema naci ¢emo promjer Zemlje na
ovaj nacin:
~ »Udaljenost dvaju mjesta, Sto smo ih odabrali na povrsini
jezera, to jest duzina koja dira povrSinu vode, polozena izmedu
promatraceva oka i otvora limene ploCice, neka se uzme kao osno-
vica trokuta koji ima vrh u srediStu Zemlje, pa ¢e mu visina biti
zemaljski_polumjer. Visina, naime, ili okomica povucena iz vrha
na oshovicu sijece osnovicu u diraliStu gdje osnovica dira povr-
Sinu vode, za koju je dokazano da je sferna; a razmak izmedu
vrha otvora ploCice i povrSine vode neka se uzme kao duzina
kojom jedan krak trokuta premasuje njegovu visinu, a razmak
izmedu J)ror_natraéeva oka i povrsine vode treba uzeti kao duZinu
kojom drugi krak trokuta premasuje njegovu_ visinu. Tako Ce se
iz zadane osnovice i tih dviju duzina dobiti trokut, dosljedno
I njegova visina, to jest polumjer Zemlje«.il

Drugi slucaj problema odnosi se na drugi Getaldiev prijed-
log za odredivanje polumjera Zemlje. Njihovu vezu autor ovako
pokazuje:

»lz ove konstrukcije drugoFg sluCaja razabire se druC?i nacin
odredivanja, a taj je ovakav. Razmak izmedu mjesta odabranog
na visem brdu i vrha nizeg brda, preko kojega promatraCev po-
gled dopire do kruznice horizonta, to jest duzina koja (u svom
produzenju)® dira povrSinu mora, a pruza se od odabranog mje-
sta na visem brdu do vrha nizeg brda, neka se uzme za oshovicu
trokuta, kojemu je vrh u srediStu Zemlje, a polumjer Zemlje mu
je visina; jer visina, to jest okomica spustena iz vrha trokuta,
pada na_produzenje osnovice izvan trokuta u toCki diranja, to
Jjest u toCki gdje produzena osnovica dira povrSinu mora; a visina
mjesta koje smo odabrali na visem brdu, to jest okomica iz toga
mjesta do razine mora, treba da se shvati kao duZina kojom veci

~ 9 Prijevod potpunoga teksta ovoga Getaldiceva djela O matematskoj
analizi i sintezi, sa svim varljacgama i_ponavljanjima teksta, ocekuje se u
Sabranim djelima, Il. dio. Prvi dio izaSao je u prijevodu Koji je revidirao
Zarko Dadic, Zagreb 1972, a obuhvaca sva GetaldiCeva djela osim djela
O matematskoj analizi i sintezi*.

0 »Ratio inveniendi diametrum terrae« autor donosi nakon sinteze
problema _gdje se pokazuje kako konstruirati trazeni trokut, i to samo u
prvom nacinu obrade, za Svaki slucaj napose. N. d., str. 271.—275. i 290.—293.

3l Ondje str. 271.

3 Opaska prevoditelja.
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krak trokuta premasuje njegovu visinu; a visina nizeg brda, to
jest okomica 1z njegova vrha spuStena na razinu mora, neka se
uzme kao duZina 'kojom manji krak trokuta premaSuje njegovu
visinu. Tako iz zadane osnovice i tih duzina kojima krakovi tro-
kuta nadmaSuju njegovu visinu odreden je trokut i, dosljedno,
njegova visina, to jest polumjer Zemlje«.8

~Postupak za odredivanje F)polumjera Zemlje ide neSto dalje od
rjeSenja zadanog problema. Problem traZzi da se odredi trokut iz

zadanih veliina: b, d i g.

Za odredivanje trokuta uveli smo neke posredne veliCine, i to:

a = 2f—b+ V (2f—b)—bl—4dg a = 2f + b = V (2f+b)—bi—adg

. Za odredivanje polumjera treba ukloniti posredne velicine /
I a, a uvesti trazenu veliCinu r — HO. To se E)o_stlze dvjema rela-
cijama, koje se lako provjeravaju na slikama 2, i to:

N EN =IP + EI + PN
! EN=2r+d+g

i druga relacija:

N EN-EL =EM' EF
! EN ' (d—g)=a'b

ab
EN =-----mmem-
d—yg
Usporedivsi desne strane imamo za r izraz:
ab d+g
2(d-9) 2

3 Marini Ghetaldi, N. d., str. 289.
% Marini Ghetaldi, N. d., str. 2.
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~ Konatni izraz za polumjer r dobiti Ce se kad se u gornja dva
izraza_za a uvrsti svakom njegova vrijednost za /, te u oba, A) i
B) nacCina obrade dobijemo isti izraz za a, gdje Ce figurirati samo
zadane velicine: b, d i'g. To Ce biti:

b (d+g) + 2/dg(b+d—yg) (b—d+9)
d—g
Kad se taj izraz uvrsti kao vrijednost za a u gornjem izrazu za
r, dobiva se konaCni izraz za r, u kojem figuriraju samo tri za-
dane veliCine:
bz(d+g) £ 2b Vdg (b + d-g) (b-d +g) d+g

2(d —g)8 2

ri,2 —

Brojcani primjeri

Ovaj ¢emo prikaz zakljuciti nekim brojcanim primjerima, koje
¢emo izabrati iz Getaldieve knjige. Autor donosi sedam primjera,
ali neke od njih mnogo puta ponavlja u donekle razliCitim vari-
jantama racunske obrade. Suvisno je slijediti autora doslovce, pa
ako su zadani podaci za tri veC poznate zadane veliCine: b kao
osnovicu trokuta, d g kao veliCine kojima krakovi trokuta pre-
masuju njegovu visinu, moze se uputiti na navedenu formulu za
polumjer r. Podaci su dani brojCano, ali bez oznake mjere, a u
tim zadacima, kOfe odabiremo, zadani su tako da rezultat r uvijek
ispada isti: r = 12. Podaci su dani kako slijedi:

Primjer I: b =21, d =81 g =1, odreduje se r =?
Primjer Il: b—14, d=3ig=1 r="?
Primjer 1l: b=4 d=3ig=1 r=2?
Uvjeti zadatka jesu:
Za a) slucaj: d + g (b; Za b) slucaj: d—g<b
Uvrstenjem zadanih vrijednosti vidimo da spadaju na

a) I i Il. primjer; ~b) HI. primjer,
pa pred znakom korijena treba uzeti predznak:

a) minus b) plus.
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Smatrao sam vrijednim Sto vjernije slijediti misao autora
kako to dopusStaju granice jednoga informativnog rada i ukus da-
nadnjih Citatelja koji su se — u udaljenosti od tri i pol stoljeca —
odvikli od izraza i metoda koje su bile poCetkom XVII. st. su-
vremene. Ako sam uspio uputiti Citatelja_u razumijevanje obra-
denog, ovaj bi se rad mogao smatrati prllogom za veliki posao
prijevoda [I. dijela Sabranih djela Marina Getaldica, Sto se vec
sedam godina sa zanimanjem ocekuje.

(Primljeno na 6. sjednici Razreda za matematicke, -fiziCke
i tehnicke znanosti JAZU od 12. prosinca 1978.)
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Andrija BonifacCic¢

MARIN GETALDIC ON DEFINING THE EARTH RADIUS

(A presentation of a problem from the work »De resolutione
et compositione mathematica«)

Summary

Marin GetaldiC (1568—1626), the patrician of Dubrovnik, a
famous physicist and mathematician, paid particular attention to
the new agebralc_ method of solving geometrical problems intro-
duced bzi rancois Viete's algebra. Getaldic was a ?ood friend
of his. He worked with him thus paving the wa?/ for analytic
ﬁeometry. This side of his genius manifested greatly in his post-

umous work »De resolutione et compositione mathematica,
Rome 1630.

In this treatise is presented the elaboration of one of the
most complex problems from the author's work — the third
problem of the fourth volume — which is of geographical and
astronomic interest. GetaldiC progoses two ways which can be
used to define the Earth radius. Both ways are directed to solve
only one problem which says: »To define a triangle to which
the base is given and also the lengths for which the sides of the
trlanﬁle exceed its height«. The problem has got two cases as
the height falls either inside the triangle or outside. In both
proposes, where the data are given throu?h the geodetic mea-
surements, the height of the wanted triangle presents the Earth
radius. The author did not do any measurements, although he
wanted to, but nobody else has tried to do that so far.

The author was anxious about solving the problem not only
by algebraic analysis, but by a synthetic method, too. Thus syn-
thtic elaboration of the problem, to which the above analysis
refers, has been presented in this article. In one text with two
drawings — a) and b) — both cases are solved in two ways: A)
and B); the author gives in detail four analyses and four syntheses.
This work can be considered a contribution to the Croatian
translation of the Second part of Marin GetaldiC's Collected
Works, which we have been expecting with great interest for
seven years.
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