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DETERMINING TAXONOMIC GROUPS BY DI-
RECT OBLIMIN TRANSFORMATION OF OR-
THOGONALISED ORIGINAL AND LATENT VA-
RIABLES

The real possibility for generating adequate
transforming operators exists only if relatively ho-
mogeneuous groups are determined and operators
are generated according to the initial state vector
of every group and the ideal final state vector of
that group.

Because of some disadvantages of taxonomic
methods which were proposed by Ward, Sokal,
Cattell, Johnson, Friedman i Rubin, Hartigan, Mo-
mirovié, Wee, Fukunaga and Koontz, Zahn and
others, the ne methods is developed which deter-
mines taxonomic groups using direct oblimin tran-
sformation of original vectors, orthogonalised ac-
cording to the least squares criterion, transformed
to principal components od orthogonalised in any
other way. Orthogonalised latent dimensions can
be used as the basis of taxonomic method.

The essence of the method if transformation of
normally distributed variables to the variables
having Weibull distribution, with Weibull's para-
meter m as low as possible.

The method is suitable to determine objectively
and invariantly taxonomic groups as well as relati-
ons between these groups and relations between
each entity and each of isolated group. The method
also provides us with possibilities to determine
directly the taxonomic group charactenistic in
manifest or latent space.
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OOPEAEAEHHME TAKCOHOMHYECKHX T'PVII ITPH
NOMOIIM TNIPSIMOM OBAMMHI TPAHC@ZOPMA-
UK OPTOIOHAAH3WUPOBAHHLIX OPHIHHAAD-
HBIX M AATEHTHBIX M3MEHAEMBIX

PeaApHasi BO3MOXKHOCTH IIOPOXKACHUS aAEKBaTHBIX
TpaHcpOPMAIIIOHHEIX OHEPATOPOB Tpebyer OnpeAeAe-
HHSL OFHOCHTEABHO TOMODICHOI TaKCOHOMITIECKOH rpvil-
Ibl U IIOPO’KAGHHSI ONEPaTOPOB B COOTBETCTBHH C BEK-
TOPOM HAYAALHOTO COCTOSIHHS Ka’KAOW M3 Ipym M C
JKEAAHHBIM BEKTOPOM KOHEYHOrO COCTOSIHUS BTOH
rpymasn [To npuuHHe onpeAeAeHHbIX HeAOCTATKOR TaK-
CONDMMUEKHX METOAOB, KoTophie upeasarasan Ward,
Sokal, Cattell, Johnson, Friedman u Rubin, Hartigan,
Momirovi¢, Wee, Fukunaga n Koontz, Zahn 1 Ap., co-
CTABAEH METOA, OIPEACATIOUIHIT TaKCOHOMHUECKHE
IPyiliLl IIPH [MOMOIIH mpiiMoi OOAHMEH Tpancdopma-
IIHHM OPHUTHHAABHBIX BEKTOPOB, KOTOPEIE OPTOTOHAAH3H-
POBAHBL B COOTBETCTBHN ¢ KPHTEPHEM CAMDBIX MAACHL-
KHX  KBaApartos, TpaHcdOPMHPOBAHMKIX B TAABHLIC
KOMIIOHENTEI HAH OPTONOHAAMZHPOBAHHEIX KaKHM-AHDO
ADYIHM CIIOCOGOM.

CyTh METOAR COCOTOHT B TpaHCGOpPMalMH HOPMAABHO
PACHPEACACHIBIX OPHITHAALHEIX H3MEHIEMBIX B U3MCH-
semule, obaasatonue pacnpeaeaerdem Weibull-a ¢ Bo3-
MOKHO GOoA€e HU3KHMM TapaMeTpOM.

MeroA mo03BOASIET OOBEKTHBHOE H HHBAapPHAHTHOE
ONpEeAEAEHHEe TAKCOHOMHUECKHX TDVINI, OIpPEACACHIHE
COOTHOINSHHHE MeXAY 9THMH TPVIIIAME M COOTHOIE-
HIIT MeIKAY KasXKAOIT eAnHMIIeH M KRaKADH M30AHPOBAH-
HoH rpymmoi. MeTroa Tak>Ke AaeT BO3MOKHOCTB OIpe-
AEAGHHUS XapaKTEPHUCTHK TaKCOHOMHMYECKHX IpyImI B
MaHHU(ECTHOM H AATEHTHOM IIPOCTPAHCTBE.



1. UVOD

Realna moguénost za generiranje adekvatnih
transformacijskih operatora postoji samo ako se
utvrde relativno homogene taksonomske skupine i
operatori generiraju u skladu sa vektorom inicijal-
nog stanja svake skupine i Zeljenim vektorom fi-
nalnog stanja te skupine.

TIako je, osobito u posljednjih nekoliko godina,
predlozeno vise taksonomskih procedura (Cattell,
1966; Johnson, 1967; Friedman i Rubin, 1967; Harti-
gan, 1967; Momirovi¢, 1968, 1969, 1972; Ward, 1963;
Wee, 1968, 1971; Wishart, 1968; Fukunaga i Koontz,
1970, 1970; Zahn, 1971; Koontz i Fukunaga, 1972) ni
jedna od njih nije bez nedostataka promatrana pod
vidom primjene u kineziologijskim istrazivanjima,
Dva su problema koja nisu dovoljno uspjesno rije-
Sena u dosada$njim taksonomskim procedurama:
odredivanje broja taksona i invarijantnost rezulta-
ta dobijenih na osnovu razlititih pocetnih opera-
tora.

Metoda koja ¢e biti predlozena u ovom radu
nema ni jedan od tih nedostataka, ali to niposto
ne znaci, da je stvarno efikasna kao taksonomska
procedura. Ona omogucava, prije svega, vecu Siri-
nu izbora onima, koji, zbog znanstvenih ili praktic;
nih razloga, moraju taksonomizirati neki skup en-
titeta, i vjerojatno da ¢e, u nekim sluajevima
biti pogodnija od drugih metoda taksonomske ana-
lize.

2. PRINCIPI METODE

Taksoni se o¢ito ne mogu identificirati u prosto-
ru §to ga omeduje sistem multivarijatno normalno
distribuiranih varijabli. Ni ako su samo marginal-
ne distribucije tog sistema normalne, taksoni se ne
mogu, u pravily, izolirati, a nikako ne ako su rela-
cije marginalnih varijabli linearne.

Jedna od moguénosti za odredivanje taksona
je takva linearna transformacija Eitavog skupa va-
rijabli, koja svaku originalnu varijablu pretvara u
varijablu koja ima Weibullovu distribuciju.

FX) = KX" exp KX

/1(m+1)

m = 0,1,...
gdje je K parametar za koga vrijedi
E(X) = (K/(m+1)/m+D) v ((m+2)/(m+1))
(K/(m-+1)) 24m+D)
a vy je gamma funkcija. Ova transformacija, pri to-
me, treba da zadovolji i uvjet, za sistem varijabli
X; Xy ; jk=1nientiteta S; , i=1N.
IF P(Xy ) <&, P(Xy)> & ; k=1n; jAk
gdje je P oznaka vjerojatnosti rezultata X, X, a
O <7 <<l

O¢ito, $to je parametar m Weibullove distribu-
cije ni%i, ovaj je uvjet lakse postici.

Relativino jednostavan nacin da se ovo postigne
je primjena poznatog Carrollovog postupka za o-
bjektivnu kosu transformaciju nekog koordinat-
nog sistema u parsimonijsku poziciju. Ovdje je
primijenjena Jennrich-Sampsonova direktna obli-
min procedura, u modifikaciji E. ZakrajSeka, koja
znatno ubrzava inace spori iterativni proces, na ori-
ginalnu matricu podataka, standardiziranih i za-
tim ortogonaliziranih na razlicite nacine, kao i na
matricu ortogonaliziranih latentnih dimenzija ko-
je su dovedene, prethodno, u neku parsimonijsku
poziciju.

3. ORTOGONALIZACIJA KOMPLETNOG SKUPA
ORIGINALNIH VARIJABLI

Neka je
Z = (zy)
i=1,...,N
j=1...n
(N n)

matrica standardiziranih i normaliziranih rezulta-
ta N entiteta §; u n varijabli V; . Neka je

R = Z'Z N+
matrica interkorelacija varijabli V; . Ako su vari-
jable linearno nezavisne, R ée biti pozitivno defi-
nitna matrica. Neka su

X = (xp)
j=1...n
p=1...n
i
L=(,)
p=1...n

matrice karakteristi¢nih vektora i karakteristi¢nih
korjenova od R, dobijene rjeSavanjem karakteris-
ti¢nih jednaZbi

R—L,))x, =0

p=1...n

Operacijom

XL —% X = R-—'A
dobit ée se matrica R™", koja, zadovoljavajuéi kri-
terij najmanjih kvadrata, ortogonalizira original-
ne varijable V; . Naime, operacija

ZR™™ =W

proizvodi ortogonalne varijable W; , za koje vrije-
di, ako je wy; rezultat entiteta S u varijabli W;

N
djz =2 (le _ wij )2 = min

1=
j=1...n

Ovo istrafivanje provedeno je u okviru programa sUtjecaj tie-
lesne aktiviosti na psihosomntski statuse u dijelu koji je usmjeren
na rjesavanje nekib problema kofi omogudéavaju efikasno gene-
riranje kmezm_leguskih transtormacijskih operatora. Istrafivanje je
finuncirao Saviet za naudnl rad SR Hrvilske na temelju ugovora
IX/16 od 19. 6. 1972. godine.
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Matrica W je prema tome pogodna ortogonalna
osnova za TAXOBL proceduru, ako je zbog nekog
razloga potrebno da se zadrZe sve podetne infor-
macije pri odredivanju taksonomskih grupa.

Naravno, u istu svrhu moze posluziti i bilo ko-
ja ortogonalna transformacija matrice W. Neka je
T bilo koja ortonormalna matrica reda n. Svaka
matrica, dobijena operacijom

WT = V = (v )

uz uslov da uvijek vrijedi TT' = T'T = I, moZe biti
osnov za TAXOBL proceduru. Posebno je pogodna
transformacija kod koje matrica V zadovoljava
varimax kriterij

=iZV'] g(g izj)1=max

i=l i=1

jer to znatno ubrzava konvergenciju TAXOBL pro-
cedure.

Jo$ nekoliko metoda za ortogonalizaciju origi-
nalnog skupa varijabli moZe dati pogodne ortogo-
nalne osnove za ovu taksonomsku proceduru. Naj-
prikladnija je, vjerojatno, transformacija &itavog
skupa originalnih varijabli u glavne komponente,
tj.

ZXLY% = Q

odnosno

ako je podesnije da nove varijable imaju jednake
varijance.

I jednostavna ortogonalizacija square-root me-
todom moZe biti primijenjena, ako je sporedno ka-
kva je osnova za odredivanje taksona, veé je dovolj-
no sa¢uvati sve informacije sadrzane u originalnim
varijablama. U tom sluéaju, ortogonalna osnova za
TAXOBL bit ée

O = Zt'—1

ako je t matrica, dobijena metodom Choleskog, za
koju vrijedi

R = tt
jer, odito
@D N-1 =ttt Rt'-1 =1

I svaka ortogonalna transformacija matrice t
moze posluziti u istu svrhu.

4. ORTOGONALNE LATENTNE DIMENZIJE
KAO OSNOV ZA TAXOBL PROCEDURE

Ako je potrebno da se zadrZe samo valjane in-
formacije pri odredivanju taksonomskih grupa,
vjerojatno je najrazboritije zadrZati samo onoliko
linearnih kombinacija originalnih varijabli, koliko
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je upravo potrebno da se obuhvati donja granica
veli¢ine valjane varjance sistema varijabli Vj | t

v = tr (I — dg—t R-1)

tako da je broj tih dimenzija, k, definiran uvjetima

K
XLl >v

p=1
k—1

» Lp J v
p=l

Ako je potrebno da se dostigne granica maksi-
malne valjane varijance, k je vjerojatno najpouz-
danije definiran kao

k =NUM L, > 1)
Kako god definiran bio k, neka je

(_z
X = Xp )
J = 1!“ pn
p=1...,k
i
L=@L, )
Operacija
e
ZXL—% = K

dat ¢e ortogonalni sistem varijabli K, , ¢ije su va-
rijance reducirane na 1. Sistem K moze takoder bi-
ti pogodna ortogonalna osnova za TAXOBL proce-
duru. Medutim, u nekim de slu¢ajevima biti pode-
snije da varijanca linearnih kombinacija varijabli
Z; bude nestandardizirana, tj. ravna L, ; u tom
slu¢aju, naravno, operacija
—
ZXL% =17

proizvodi varijable J,, sa varijancama L. OCito je,
medutim, da su varijable K, iJ, kohnearne

U vedini slucajeva bit ée medutim pogodnije, da
osnov za TAXOBL proceduru bude neka aproksi-
macija realnih latentnih dimenzija.

Neka je
o
H = XL¥%
i neka je Q neka matrica koja, uz uslov
dg(QQ) =
omogucava transformaciju
HQ-—I = A= (ajp)

pri ¢emu elementi a;, matrice A zadovoljavaju
uslov

k k n
E ZZ aJp a](1 = min
P<aq j=l1

Neka je
QQ' =M



i neka je
YMY =D
gdnje su Y i D matrice karakteristi¢nih vektora,
odnosno korjenova od M. Sada je
YD¥% Y' = M¥%
pa operacija
G = AM*%
daje ortogonalnu aproksimaciju, pod vidom krite-

rija najmanjih kvadrata, latentnih dimenzija defi-
niranih kao oblimin faktori. Ako je

U = I — dg(GG")
Anderson-Rubinova operacija
ZU~-2 G(G'U—2 RU—2 G)—*% = C

proizvest e ortogonalne varijable C, , koje uz us-
lov

CCN—1 =1
zadovoljavaju i uslove

N
dlz, . 21 (cip — Pip )’ = min
1= °

p=1...,k
ako su p;, elementi matrice oblimin vrijednosti
entiteta S; , dobijene operacijom
P = ZR-1F
gdje je
F = AM

matrica korelacija originalnih varijabli i oblimin
faktora.

5. ALGORITAM ZA TAXOBL PROCEDURE TAK-
SONOMSKE ANALIZE

Neka je B bilo kakva ortogonalna osnova za
TAXOBL proceduru, tj. neka je B bilo koja od ma-
trica (2, w, », W, V, K, J, G. Carrollov oblimin kri-
terij u sustini je Weibullizacija distribucije rezul-
tata u vektorima b ; matrice B. Otuda, transfor-
macijska matrica S, koja, uz uslov

dg(SS) =1
operacijom
BS—1 = E = (eij )

proizvodi matricu E ¢iji elementi zadovoljavaju
oblimin kriterij

n n N

~ 2 2 _ R
2 2 €j; €jx = min
i <k

proizvodi i taksonomsku raspodjelu entiteta S; .,

U stvari, TAXOBL algoritam ima dvije faze.

U prvoj, operacijom
BSO =] EO

gdje matrica Sy zadovoljstva, uz uslov ortonor-
malnosti

S0 So =8y S =1
ortogonalni oblimin Kkriterij
n n
2p>
provizorno se zarotira matrica B u ortogonalnu

matricu sli¢nu finalnoj matrici E, pa se zatim,
operacijom

Eo Si1=E

N
2 2 :
.Z €ij (o) €ik (o) = MminN

< i=l

dobije kona¢na solucija. Naravno, transformacij-
ska matnica S je

S=8, St

Matrica S je, u stvari, matrica kosinusa izmedu
ortogonalne baze B i vektora taksona. Relacije iz-
medu originalnih varijabli i taksona, u ovisnosti
od toga kako je ortogonalizirana ili kondenzirana
matrica Z, mogu se dobiti operacijama

g = XL"S, ako je B = ZXL%
g; = XL*S§, ako je B = ZXL-#
g =t"1S, ako je B = Zt™!
g, = R*S, ako je B=ZR"%
gs = R“TS, ako je B = ZR-4T
e . —
g = XL-*S, ako je B = ZXL*
i . im,
g; = XL*S, ako je B = ZXL% = ZH
g = U?2G (G’ U2RU2G)#S,
B = ZU2 G(G’ U2 RU2G)-4

ako je

Svakako, da matrica 8 ima posebnog smisla
ako je kao osnov za taksonomsku analizu upotreb-
ljen sistem latentnih dimenzija. Relacija izmedu
taksona i realnih latentnih dimenzija su

g = F'U2 FM# (M-#F'U2 RU2 FM-%)%S
= F'U2 G(G'U2 RU2 G)-4S

Relacije izmedu taksona, definirane kosinusi-
ma kutova $to ih zaklapaju vektori taksona, mogu
se dobiti operacijom

S§' = g
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Ortogonalne projekcije entiteta na taksonom-
ske vektore su

X =Eq

i mogu biti tretirane kao taksonomske varijable.

Vjerojatno je najpogodnije, da se za identifika-
ciju entiteta S; kao &lana taksona T, primijeni
jednostavni algoritam

IF ey, max(p), e =1
IF eip # 1, Cip =0
p=1...,t

pa binarna matnica I, sa¢injena od ovako trans-
formiranih koeficijenata e, oznadava pripadnost
svakog entiteta S; , i=1,..., N taksonima T} ,
p=1...,t

6. ZAKLJUCAK

Realna moguénost za generiranje adekvatnih
transformacijskih operatora postoji samo ako se
odrede relativno homogene taksonomske skupine i
operatori generiraju u skladu sa vektorom inici-
jalnog stanja svake skupine i Zeljenim vektorom fi-
nalnog stanja te skupine.

Zhog izviesnih nedostataka taksonomskih meto-
da koje su predlozili Ward, Sokal, Cattell, Johnson,
Friedman i Rubin, Hartigan, Momirovi¢, Wee, Fu-
kunaga i Koontz, Zahn i drugi, izradena je metoda
koja taksonomske skupine odreduje direkino obli-
min {ransformacijom originalnih vektora, ortogo-
naliziranih u skladu s kriterijem najmanjih kvad-
rata, transformiranih u glavne komponente ili orto-
gonaliziranih na bilo koji drugi nadin. Kao baza
taksonomskog postupka mogu biti upotrebljene i
ortogonalizirane latentne dimenzije.

Bit metode je transformacija normalno distri-
buiranih originalnih varijabli u varijable koje ima-
ju Weibullovu distribuciju, koja ima Sto je mo-
gude nizi Weibullov parametar m.

Metoda omogudava objektivno i invarijantno
odredivanje taksonomskih skupina, relacija izme-
du tih skupina i relacija svakog entiteta sa svakom
od izoliranih skupina. Metoda takoder omogucava
direktno odredivanje karakteristika taksonomskih
skupina u manifestnom ili latentnom prostoru.
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