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Die Gleichung ersten Grades p (v—b) = RT kann auch auf
den idealen Gaszustand angewendet werden. In diesem Falle
konnen wir die idealen Gase als diejenigen Stoffe definieren,
welche den kritischen Punkt beim apsoluten Nullpunkt haben.
Den Dampfdruck misst man mit dem thermischen Druck der
koexistierenden dampfférmigen Phase. Ist dieser Druck kleiner
als der Dampfdruck, verschwindet die fliissige Phase; ist er gros-
ser, so verschwindet die dampfférmige Phase. Diese Festsetzung
auf den kritischen Punkt angewendet hat notwendig die Auffas-
sung zur Folge, dass im kritischen Punkt der Dampfdruck gegen
die Unendlichkeit tendiert. Diese Behauptung kann thermodyna-
misch aus der Gleichung von Poynting, sowie aus der Integration
der etwas umgeformten Clausius Clapeyronischen Gleichung ab-
geleitet werden. Zum gleichen Resultat fithren auch einige Aus-
driicke der kinetischen Gastheorie, wenn man sie auf den kriti-
schen Punkt anwendet. K. Bennewitz hat auch eine Dampfdruck-
formel abgeleitet, welche fiir den idealen Gaszustand einen
unendlich grossen Dampfdruck fir das ganze Existenzgebiet des
idealen Gaszustandes ergab. Das steht in bester Ubereinstimmung
mit unserer Festsetzug Uiber den Xkritischen Punkt der idealen
Gase und Uber den Dampfdruck im kritischen Punkt.

EINLEITUNG

Die nachfolgenden Auslegungen bediirfen einer wichtigen Vorbemerkung,
die aus einer noch nicht publizierten Arbeit des Verfassers stammt.

Wie ich schon frither zeigen konnte,! kann man eine ununterbrochene
Folge der reduzierten, sowie unreduzierten Zustandsgleichungen aufstellen.
Die Folge der unreduzierten Gleichungen lautet

pY = RT 0. Grad

p{v—b} = RT 1. Grad

plv—b) = RT — 2 2. Grad
v

p(v—b) = RT— £ 32 3. Grad
vy

p(v—b) = RT — £ _02___% 4. Grad
1% \ % Vv

* II1.: Jubildumsband des »Glasnik Hemiskog drustva«, Beograd 1951, S. 233.
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po—b)=RT— & 4 & __d 4 e 5. Grad
N v v2 18 i
“Bpeb)e= BP— &S simiin. * n. Grades
B ) v + V2 ™ ot (n = ungerade Zahl)
—b)=RT— 2 1 € ... n. Grades
B{v—b) v - V2 vt (n = gerade Zahl)

Die Gleichung dritten Grades fiir ¢ = ab geht in die Van der Waalsche
Gleichung iiber. Alle Gleichungen dieser Folge (ausser der Gleichung 1. Gra-
des) kann man reduzieren. Die reduzierten Gleichungen lauten:

Die Folge der reduzierten Zustandsgleichungen

AN
(7: = —‘Z} 0. Grad
P
Kann nicht reduziert werden. 1. Grad
n o= =7 —— . \ 2. Grad
29—1 p(29—1)
n = ) —_ 9 3 3. Grad
3p—1 p(39—1)  ¢*3p—1)
5 1
T = LA - 16 _— 4 — 4. Grad
49—1 P(4g—1) P2de—1  ¢3(dg—1)
5 5 5
ne MO S0, 0 B, s e
S5¢—1 plSp—1} g} 59—1)  ¢359—1)  ¢4{(Sg—1)
T = (nt“l)‘?— n(;') n('ﬁ) S i s e n? — n
ng—1  glng—1) = gng—1) 7 Hng—1) 9" ng—1)
n = gerade Zahl
_ (=g n 2) n(3) S _ n? + n
ng—1 glng—1}  ¢%np—1) " ng—1)  ¢"Hng—1)

n = ungerade Zahl

Von der Gleichung dritten Grades weiter sind die zwei letzten Glieder

der Gleichungen identisch mit dem Quozienten: % Es ist z. B. ganz allge-
mein fiir die Gleichung n-ten Grades (n ist die gerade Zahl)

* n n

n-1

i n- -

np-1 "% ¢"'(ng-1)" ¢

weil man die linke Seite dieses Ausdruckes leicht umformen kann
n ( ne i ) _n (ngo-1>
¢ \ng-1 ng-1 " \ng-1

Die Gleichung dritten Grades ist dann identisch mit der Form in der man
gewohnlich die van der Wallsche Gleichung schreibt
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<’n + %) (3p-1) = 89
¢

Die Konstanten a, b, ¢ usw. haben die Werte

tir die Gleichung 1. Grades b = v,

v 3 v

D) 3 ) 2. ) b= ':IS; a = pg- Ugj,‘ R = p—K_IS
Z 2 TK
D> v 2 8 U

” ’ » 9. 3 b:_—l'(;a=3pkv.‘(;R=—EK——“I§
3 3 Tk

2—.
fiir die Gleichung n-Grades b — 2% .q=p prvx s R= n—1 pe vk
7 n Ty

Fir das Problem, das uns hier interessiert, ist die Gleichung ersten Grades
von Wichtigkeit

p(v—b) = RT

Im kritischen Punkt hat die Kontsante b den Wert

b = vy 1
Unter der Bedingung (1) hat T den Wert Null d. h. fiir die Substanzen, fiir die
die Gleichung ersten Grades giiltig ist, liegt die kritische Temperatur beim
absoluten Nullpunkt. Es ist ohne weiteres klar, dass man die Gleichung ersten
Grade auf ideale Gase anwenden kann und so kénnen wir die Definition
aufstellen: die idealen Gase sind solche Stoffe, welche den kritischen Punkt
beim absoluten Nullpunkt haben, welche demzufolge in ihrem ganzen Exi-
stenzbereich nur in gasférmigem Aggregatzustand auftreten konnen. Bei

jeder beliebigen Temperatur befinden sich die idealen Gase oberhalb ihres
kritischen Punktes.

Wir bemerken noch, dass die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
den idealen Gaszustand nur das Fehlen der Attraktions- und Abstossungskrifte
zwischen den Molekeln ist. Das Eigenvolumen der Molekeln ist kein Hindernis
fliir die Existenz des idealen Gaszustandes.

I

Den Dampfdruck definiert man bekanntlich als den thermischen Druck der
koexistierenden dampfférmigen Phase bei der gegebenen Temperatur. Ist dlgser
thermische Druck grosser als der koexistierende Dampfdruck, dann kondensiert
sich die damfférmige Phase und die Menge der fliissigen Phase vermehrt §ich. Ist
er dagegen Kkleiner, verschwindet die fliissige Phase. Bei dieser Defix'lierung des
Dampfdruckes handelt es sich eigentlich nur um eine Festsetzung wie man Qen
Dampfdruck mit Hilfe einer dquivalenten Grosse messen kann und pﬂcht_ um eine
physikalische Erklidrung des Vorganges der Verdampfung. Eine ganz ahx;hche Situ-
ation haben wir z. B. bei der thermodynamischen Definierung der chemischen Afl-
nitit. Nach van't Hoff kann man bekantlich die chemische Afinitét einer Regktlon
durch die maximale Arbeit (vermindert um die bei der Reaktion wi;ﬂ}dich ge_le1s_teten
Volumarbeit) messen. In beiden Féllen handelt es sich nicht um eine physnkahsche
Erklirung, sondern ausschliesslich um die Festsetzung wie man diese Grossen mes-
sen kann.
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Wenden wir nun die oben gegebene Definierung des Dampidruckes auf
die Temperatur des kritischen Punktes an, so miissen wir konsequent sagen,
- dass der Dampfdruck im kritischen Punkte unendlich gross wird, dass er
gegen die Unendlichkeit tendiert, weil die dampfférmige Phase im kritischen
Punkte verschwindert, auch wenn der auflere Druck noch so grosse Werte
annimmt. Wie es mir scheint, ist diese Behauptung in Ubereinstimmung mit
der bekannten Definition Mendjeljejevs,2 welcher den kritischen Punkt als
den absoluten Siedepunkt bezeichnet.

Die Behauptung, dass der Dampfdruck im kritischen Punkte gegen die
Unendlichkeit tendiert, kann thermodynamisch als auch kinetisch dargelegt
werden.

Thermodynamisch kann man diese Behauptung auf zwei verschiedene
Weisen begriinden.

Einmal gehen wir von der Poynting’schen Gleichung aus. Fiir den Fall
der Verdampfung® bei konstanter Temperatur hat diese Gleichung die Form

e =t . 2)
FP— @)

wo p den totalen Druck auf die fliissige Phase und P den Dampfdruck,
v;, das Volumen der fliissigen und v, das Volumen der dampfférmigen
Phase bedeuten. Im kritischen Punkte ist v; = v; und wir bekommen aus (2)

—=1 3)

oder integriert
P=p-+C

Hier ist C die unbestimmte Integrationskonstante. .

Die Anwendung der Gleichung von Poynting auf den kritischen Punkt
fiihrt zum wichtigen Resultat, dass sich der Dampfdruck proportional mit dem
susseren Totaldruck dndert und wenn der dussere Druck gegen die Unendlich-
keit tendiert, dann tendiert auch der Dampfdruck gegen die Unendlichkeit.
Dieses Resultat erklirt uns die bekannte Tatsache, dass man bei der kritischen
Temperatur und oberhalb dieser Grésse unter noch so grossem #usseren Druck
keine fliissige Phase bekommen kann. Mit anderen Worten, im kritischen
Punkt tendiert der Dampfdruck gegen die Unendlichkeit.

Das andere Mal nehmen wir zur thermodynamischen Begriindung dieser
Behauptung die Clausius Clapeyronische Gleichung

L A
dT  T(vevi)

wo v, das molare Volumen der dampfférmigen und v; der fliissigen Phase
bedeutet. T ist die absolute Temperatur, P der Damfdruck und A -die molare

(®)

Verdampfungswérme. Der Quozient -;—‘ = AS ist die Entropieiinderung beim

Ubergangs eines Mols der fliissigen Phase in die dampfférmige Phase. Um
den Wert des Dampfdruckes zu bekommen, miissen wir die Gleichung (5)
integrieren. Das wird uns méglich sein, wenn es uns gelingt die Entropie und
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die Volumendifferenz der Phasen als Temperaturfunktionen auszudriicken.
Fiir die Entropieinderung des Uberganges der fliissigen in die dampfférmige
Phase verwenden wir die Gleichung von Eggert*

T—T

Ao AS=1
T

welche wir in zwei Punkten modifizieren werden. Wir behaupten erstens,
dass im kritischen Punkt, oder besser ausgedriickt, dass bei der Temperatur,
bei welcher der Meniskus verschwindert A grosser als Null bleibt. Diese
Festsetzung steht im Einklang mit experimentellen Untersuchungen der kana-
dischen Maass’schen Schule,> welche in manchen experimentellen Arbeiten
namentlich am Aethylen zeigen konnte, dass die Verdampfungswérme bei der
Temperatur wo der Meniskus verschwindet grosser als Null ist, némlich 4,21
cal/g. Die zweite kleine Anderung der Eggert’schen Gleichung betrifft den
Nenner dieser Gleichung. Wir nehmen nimlich an, dass unsere Integration
und der Ausdruck fiir den Dampfdruck, welchen wir bekommen werden, nur
fiir die nichste Umgebung der kritischen Temperatur giltig ist. Unter dieser
Bedingung konnen wir die Variable T im Nenner durch die Konstante Ty
ersetzen. Mit diesen Modifikationen nimmt die Gleichung von Eggert fur die
nichste Umgebung des kritischen Punktes die Gestalt

AS =a(T, +¢—Tj (6)

Hier ist a eine Konstante, a = f/T; und ¢ ist eine kleine konstante Grosse,
mit welcher wir nur die Tatsache, dass AS bei T = T, grosser als Null bleibt,
ausdriicken wollen.

Was die Volumendifferenz der Phasen v;— v; als Temperaturfunktion
betrifft, stiitzen wir uns namentlich auf die Untersuchungen von Matthias,
welcher zeigen konnte, dass diese Volumendifferenz der Phasen in der gros-
sten Nihe der kritischen Temperatur sehr rasch abnimmt. Somit setzen wir
in dieser Gegend fiir die Volumdifferenz der Phasen als Temperaturfunktion
den Ausdruck

vg—v; = b (T, —T) (N
Die Gleichungen (6) und (7) in die Gleichung (5) eingesetzt ergeben
dP _ a(Ty+:—T)

®)
dp b(T.—T)*
Die unbestimmte Integration dieser Gleichung ist leicht auszufiihren
p=ﬂjzk_+_8:_szL a_s[__wd_T_____{__q_ JL
b)(T,—T) b)(T.—T) b) T.—T .
® ___ 92 wmr—T+C )

Pas i
bT.—T) b

Wie man sieht sind wir auch auf diesem Wege mit plausibilen Annahmen
thermodynamisch zu der oben gestellten Behauptung gekommen, dass bei der
kritischen Temperatur der Dampfdruck gegen einen unendlich grossen Wert
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zustrebt. Wir sehen ndmlich, dass die beiden Glieder auf der rechten Seite des
Ausdruckes (9) gegen + oo tendieren, wenn T gegen T} tendiert.

Eine direkte Bestitigung unserer Annahme erblicken wir in einem be-
achtenswerten Ergebnis der Untersuchungen von K. Bennewitz.5 In seinem
Beitrag zur Theorie der Gasentartung und der Nullpunktenergie bekam er
eine Dampfdruckformel fiir den Fall eines idealen nicht entartenden Gases,
die zu einem unendlich hohen Dampfdruck bei beliebigen Temperaturen fiihrte,
weil die Integrationskonstante den Wert -+ oo bekam. Mit unserer in der
Finleitung getroffenen Annahme, dass die idealen Gase den kritischen Punkt
bei absolutem Nullpunkt der Temperatur haben, ist dieses Resultat von Ben-
newitz notwendig und selbstverstidndlich, obzwar es Bennewitz im Wider-
spruch mit der Erfahrung hilt. Wir diirfen aber nicht vergessen, dass Benne-
witz seine Untersuchungen unter der Voraussetzung des idealen Gaszustandes
durchgefiihrt hat und demnach a priori in dieser Beziehung nicht in Wider-
spruch mit der Erfahrung gelangen konnte.

II.

Zum Gleichen Resultat kann man auch kinetisch wie folgt gelangen. Wenn
wir das bekannte Boltzmann’sche »e-Theorem« auf das Problem der Ver-
dampfung der Fliissigkeiten anwenden mit der bekannten und plausibilen
Annahme, dass jedes Molekiil der Fliissigkeit, wenn es aus der fliissigen in die
dampfférmige Phase iibergeht ein attraktives Kriftefeld tiberwinden muss
und bei dieser Gelegenheit die Arbeit w leisten muss, dann bekommen wir
den Ausdruck

n=N-‘'e—" (10)

kT

wo n die Zahl der Molekeln in ccm der dampfformigen und N die Zahl der
Molekeln in cem der fliissigen Phase, k die Boltzmann’sche Konstante und T
die absolute Temperatur bedeuten. Da sich unser Prozess in der nichsten
Néhe der kritischen Temperatur abspielt und weil wir einen Ausdruck fiir
den Wert des Dampfdruckes im kritischen Punkte gewinnen wollen, so werden
wir die Variable T mit der Variable P den Dampfdruck ersetzen. Zu diesem
Zwecke verwenden wir die Gleichung der Isochore nach van der Waals und
bekommen P = RT/(v—b)— a/v? oder wenn wir die Konstanten (v-konst!)
durch Ausdriicke v—b/R = A, «/v? = B ersetzen, bekommen wir

T=A"*(Pt+B) (1)
Dieser Ausdruck in die Gleichung (10) eingesetzt, ergibt
n =N * e—wlk.A(P+B) (i2)

Im kritischen Punkte ist die Zahl der Molekiile in beiden Phasen gleich n — IV.
Unter dieser Bedingung ist der Wert des Exponenten in (12) gleich Null:
w/k*a(P+B)=0.

Bisher wurde fast allgemein angenommen, dass im kritischen Punkte die
Energie w gleich Null wird. Mit unserer Annahme, dass im kritischen Punkte
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w grosser als Null ist, kann der Exponent der obigen Gleichung gegen den
Wert Null tendieren nur unter der Bedingung, dass P gegen die Unendlichkeit
tendiert.

Die kinetische Theorie liefert auch auf einem anderen Wege dasselbe
Resultat. Die experimentellen Arbeiten von M. Knudsen und K. Bennewitz
zeigten, dass man die Verdampfungsgeschwindigkeit experimentell messen
kann und Knudsen zeigte, dass fiir das Vakuum fiir die Verdampfungs-

geschwindigkeit der Ausdruck
l.-p. \/ﬁ_f’ (13)
J2nR T

giiltig ist. Hier ist P in Dynen ausgedriickter Dampfdruck, R ist die Gas-
konstante, M das Molekulargewicht und T die absolute Temperatur. In unse-
rem Falle messen wir die Verdampfungsgeschwindigkeit im kritischen Punkte
d. h. bei der Temperatur bei welcher der Meniskus verschwindet und hier
brauchen wir nicht auf die sich kondensierenden Molekiile der dampfférmigen
Phase Riicksicht nehmen, weil das eben bei dieser Temperatur nicht geschehen
kann. Deshalb konnen wir mit gutem Recht die oben entwickelte Gleichung
fiir das Vakuum auch fiir den kritischen Punkt verwenden auch im Falle, dass
der Dampfdruck eine betrdchtliche Grosse annimmt. Bei der kritischen Tempe-
ratur kann es ja nicht zur Kondensation der dampfférmigen Phase kommen.
Nehmen wir weiter an, dass bei der Temperatur wo der Meniskus verschwin-
det, die Verdampfungsgeschwindigkeit gegen die Unendlichkeit tendiert (was
in der Definition des kritischen Zustandes implicite enthalten ist), dann folgt
aus der oben geschriebenen Gleichung, dass auch der Dampfdruck gegen die
Unendlichkeit tendieren muss.

Auch in diesem Falle sehen wir, wie die thermodynamische Interpretation
mit derjenigen der kinetischen Theorie {iibereinstimmt. In beiden Féllen
kommen wir zum gleichen Resultat, dass im kritischen Punkt der Dampfdruck
gegen die Unendlichkeit tendiert. Dass er in Wirklichkeit niemals unendlich
und sogar auch nicht sehr gross gefunden wurde, ist einfach die notwendige
Konsequenz der Tatsache, dass der thermische Druck mit welchem wir den
Dampfdruck messen niemals unendlich sein kann, wenn die Masse des ver-
wendeten Gases endlich bleibt.

III.

Noch einige Worte werden wir der differential-geometrischen Interpre-
tation der hier dargelegten Verhiltnisse widmen.

Wie man in allen Lehrbiichern der physikalischen Chemie finden kann,
hat die Dampfdruck-Kurve bis zum kritischen Punkt den in Fig. 1. gezeigten
Verlauf. In der Nihe der kritischen Temperatur (aber unter dieser!) verlduft
die Tangente dieser Kurve parallel zur der ordinaten Achse d. h. in Uberein-
stimmung mit der Clausius-Clapeyronischén Gleichung (8) ist im kritischen
Gebiet dP/dT = co, Wir fassen jetzt folgendes Experiment ins Auge. Im kon-
stanten Volumen von genau 2 ccm haben wir 0,6090 g Benzol als reine Phase
im Gleichgewichte mit seinem ideal reinen Dampf. Mit anderen Worten, in
einem zugeschmolzenen Réhrchen von genau 2 ccm Inhalt haben wir soviel
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Gramm Benzol, dass im kritischen Punkte die fliissige und dampfférmige
Phase genau die kritische Dichte haben werden, nidmlich 0,3045 gleem.
Steigern wir jetzt die Temperatur in diesem System, dann bekommen wir
- die experimentell bestimmte Dampfdruckkurve’ mit dem in Fig. 1 gezeichne-
ten Verlauf. Wenn wir die kritische Temperatur erreichen und wenn wir
unsere Substanz weiter erwirmen, dann bekommt unsere Kurve bei T — T,
einen Knickpunkt und der weitere Verlauf des Gasdruckes in unserem Rohr-
chen folgt ziemlich genau der van der Waalschen Isochoren-Gleichung d. h.
der Gasdruck ist von der kritischen Temperatur angefangen eine lineare
Temperaturfunktion. Der gesamte Dampfdruckverlauf hat demnach die Ge-
stalt, welche aus der Fig. 1 ersichtlich ist. Der iiberkritische Verlauf des Gas-

00 %7 200 250 T 300

Abb, 1 SL 1

druckes bis T = 573,16 ist nach der reduzierten van der Waalschen Isochore

berechnet. Fiir 4 = 1,0203 bekommen wir p = 51,79 Atm. ('8 = 7?;)
K

Wir betonen nochmals: wir messen den Dampfdruck, welcher im kriti-
schen Punkt gegen die Unendlichkeit tendiert mit einer mit ihm bis zur
kritischen Temperatur #quivalenten Grosse, die aber wegen der Endlichkeit
der Masse des verwendeten Stoffes niemals weder theoretisch noch experi-
mentell unendlich sein kann und darum fiir die Messung des Dampfdruckes
im kritischen Punkt génzlich ungeeignet wird.
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IZVOD

Fizikalna kemija univarijaninih fluidnih sistema IV.
O parnom {laku u kriti¢noj tocki

Tomislav Pinter

. Jednadzbu p(v—b) = RT moZemo primijeniti na idealnc plinsko stanje. Tako
dolazimo do definicije, da su idealni plinovi oni plinovi, koji imaju kritiénu
todku kod apsolutne nule temperature.

. Parni tlak se mjeri tlakom koegzistirajuc¢e plinske faze. Ako je on veéi od parnogs
tlaka, nestaje plinske faze, a ako je manji od njega, nestaje tekuce faze.

. Navedeni izvod nuzno dovodi do shvactanja, da u kriti¢noj tocki parni tlak tendirs
prema neizmjernosti.

. Ta se Cinjenica moZe dokazati na temelju termodinamitke jednadzbe J. H
Poyntinga (2), koja kaze, da u kritiénoj tocki parni tlak raste proporcionaino
s vanjskim tlakom.

. Izrazimo li entropiju prijelaza tekuée faze u plinsku fazu [jednadzba (6)] i vo-
lumnu diferenciju plinske i tekué¢e faze kao temperaturne funkcije (7) i tako
dobivene izraze uvrstimo u Clausius-Clapeyronovu jednadzbu, dobivamo jednadzbu
(8), koja integrirana daje jednadZbu parnoga tlaka (9) za vrlo veliku blizinu
kritiéne totke. Iz (9) izlazi, da parni tlak u krititnoj to¢ki postaje neizmjernc
velik.

. Istrazujuc¢i problem degeneracije plinova K. Bennewitz dolazi do rezultata, daz

je za idealno plinsko stanje parmi tlak u cijelom podruéju tog stanja neizmjerno
velik. Do istog rezultata dovede masi izvodi.

. Boltzmannov e-teorem (10) u vezi sa (12) uz uvjet, da je » = N, dovodi do re-
zultata, da parni tlak u kritiénoj to¢ki postaje neizmjerno velik.

. Do istog rezultata dovodi i jednadzba (13) za brzinu isparivanja.

AVOD ZA PRIMIJENJENU KEMIJU Primljeno 18, jula 1953
MEDICINSKI FAKULTET, ZAGREB



