v VISE RAZNIH DOKAZA JEDNOG ZADATKA O KVADRATU

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

proslom broju objavljen je ¢lanak pod nazivom Cetiri rjesenja za-

datka o jednakokra¢nom trokutu. U ovom ¢lanku pokazat ¢emo vise
raznih dokaza jednog zadatka o kvadratu. Pri tome ¢emo koristiti vise vaznih
¢injenica iz geometrije, kao Sto su: osna simetri¢nost trokuta, jednakost obod-
nih kutova nad istom tetivom (lukom) kruznice, poucak o vanjskom kutu tro-
kuta, Talesov poucak, poucak o simetrali unutarnjeg kuta trokuta te na kraju
jednadzba pravca kroz jednu te dvije tocke, rjeSavanje sustava linearnih jed-
nadzbi, izracunavanje udaljenosti izmedu dvije tocke, itd.
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Rije¢ je o sljedecem zadatku:

Nad stranicom CD kvadrata ABCD konstruiran je jednakostrani¢ni tro-
kut ACDE (kao na slici). Neka je tocka M srediste ovom trokutu opisane kruz-
nice, a tocka S presjek pravaca BE i AC. Dokazimo da je trokut ACMS jedna-

kokracan.
Dokaz 1.
A £ Trokuti ABSC i ADSC su osnosimetri¢ni
) u odnosu na pravac AC, stoga vrijedi da je
| £SBC|=|£SDC]|. (1)
M|
Ocito je:
A P c |£SBC|=|£EBC|, (2)
kao i
S
{ |£SBC|=|£CBE| (3)
(jer je trokut ABCE, zbog |BC| = |CE]|, jedna-
kokracan), a odavde je
4=0 Boox | £8BC|=|£SEC]|. (4)

Sada iz (1), (2), (3) i (4) slijedi da je
|£SEC|=|£8DC]. (5)

Iz (5) slijedi da to¢ke E i D pripadaju istoj kruznici (nad tetivom CS) koja je
opisana trokutu ADSC, a cije je srediste u tocki M. Dakle, vrijedi:

|MS| = |MC],

$to znaci da je trokut ACMS jednakokracan, a to je i trebalo dokazati.
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Dokaz 2. Imamo |£/DCB|=90° te | ZACB|=|ZBAS|=45° i|ZECD| = 60°.
Dalje slijedi da je | ZECB|=90°+60°=150°, a kako je trokut ABCE jednako-
kracan, vrijedi da je

| £CBE|=|£BEC|= (180°—|4ECB|) (180°-150°)=15°.

Kut ZCDE je vanjski kut trokuta ABSC pa imamo:
| £CSE|=| £CBS|+|£SCB|=| £CBE|+|£SCB| =15°+45°=60°=| ZCDE|.
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Odavde opet slijedi da to¢ke S i D pripadaju istoj kruznici nad tetivom CE koja
je opisana trokutu ADSC ¢ije je srediste u tocki M. Dakle, vrijedi:

S| = |mcl,
§to znadi da je trokut ACMS jednakokracan, a to je i trebalo dokazati.

Dokaz 3. Ne umanjujuéi oplenitost, uzet ¢emo da je |AB| = |BC| = |CD| =
=|DA| = |CE| = |DE| = 1. U tom slu¢aju redom dobivamo:

EIREREVE NIV RIS R o e SRR
|NM|=|MP|+|PN|= —£ 13443, i [NE|= L A3 143
2 2 6 2 2

Zbog NE || BC, S € AG; S € BE, na temelju Talesovog poucka, vrijedi da je
[NS| _[NE|_INE[ 1 3 _1+43

Ics| |cB] 1 2 2 2

Odavde, zbog |NM| 3+\/_ |ME| \/_,VHJedlda)e
ﬁ 3+f
INS| 143 143 6 _ |
2 2 v
6 3
MS || EC,
odakle na temelju Talesovog poucka slijedi:
\/,
as]_[nw || T 23(B)
T =——=|MS|=|EC|- =1 = —|MC|
|EC| |NE|

e T 6(1+3)
2

|MS| = [MC],
$to znaci da je trokut ACMS jednakokracan, a to je i trebalo dokazati.
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Dokaz 4. Ne umanjujuci opcenitost, uzet ¢emo opet da duljine stranica
kvadrata ABCD i duljine stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC iznose 1.
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Tadavrijedidaje |NP|: 1 \/_ \Q_ _|MC| _2 % %
Budu¢i da je NE || BCi|BC| = |CE | = 1, na temelju Talesovog poucka dobivamo:
INS| |NE| |NE|
lcs| |cB| |cE|’

§to znaci da tocka S dijeli stranicu NC trokuta ANEC u omjeru ostalih dviju
stranica NE i CE; dakle pravac ES simetrala je unutarnjega kuta ZNEC trokuta
ANEC pa vrijedi ] ]
|4MES|=E|4MEC|=Z|LDEC|=15° :

Dalje imamo:

1,133 3443 1+43
INM| 57375

o V3(V3+1) T Ng| ||
M| 23 V3 23 1 [c| fsc|’
3

2 3

Odavde zaklju¢ujemo da je MS simetrala unutarnjeg kuta ZNMC trokuta
ANMC, te da je | ZNMS| :%|4NMC| =30°. Dalje je

| £SME|=180°~| ZNM$|=180°-30°=150°.
Sada iz trokuta ASME slijedi:

| £ZESM|=180°-150°—15°=15°=

Sto znali da je trokut AEMS jednakokratan s osnovicom ES pa je
|MS | = |ME | = , tj. trokut ACMS je jednakokracan, §to je i trebalo dokazati.

Dokaz 5. Za ovaj dokaz koristit ¢emo koordinatnu metodu. Uzet ¢emo da
je 0=A(0,0), B(a,0), C(a,a), D(0,a),tj. Ox=AB, Oy=AD . Dalje imamo
da je E(g,a+¥} M[%,a+%). Ne umanjuju¢i opcenitost, mozemo
uzeti da je a = 6. Tada je: A(0,0), B(6,0), C(6,6), D(0,6), E(3,6+3J§) i
M (3, 6++/3 ) . Pravac AC simetrala je kuta od 90° pa jednadzba pravca AC glasi:

y=x.
Pravac BE ima jednadzbu oblika y = kx + n. Budud¢i da tocke B i E pripadaju

tome pravcu, vrijedi:
0=6k+n
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6433 =3k+n,

a odavde je redom:
6+3v3=3k—6k

3k=—(6+3v3)/:3
k=—(2+\/§) , te
n=—6k=6(2+3)=12+613.
Dakle, jednadzba pravca BE glasi:
y=—(2+3)x+12+6v3.

Buduci da je tocka S presjek pravaca AC i BE, to su koordinate tocke S rjedenja
sustava jednadzbi:
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y=X
{yz—(2+\/5)x+12+6\/§.

Odavde, nakon kraceg ra¢unanja, dobivamo:
y=3+4/3,
te zbog y = x slijedi x=3+/3 . Dakle, imamo daje S(3+\/§,3+\/§).

Sada imamo:

|mc|? =\/(6—3)2 +(6-6-3) =\o+3=V12=23,

M’ :\/(3+ﬁ—3)2 H(343-6-\3) =\B19=V12=23,

a odavde slijedi:

$to znaci da je trokut ACMS jednakokracan, a to je i trebalo dokazati.
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