Poucak 80

Jedna zanimljiva trigonometrijska
nejednakost za trokut i njezina primjena

SEFKET ARSLANAGIC!

U ovom ¢emo radu dati tri dokaza jedne zanimljive trigonometrijske nejedna-
kosti za trokut, koja glasi:

.a a
sin— =< s
2 b+c

gdje su a, b, ¢ duzine stranica toga trokuta, a & njegov unutrasnji kut, kao i nekoliko
njezinih primjena.

(1)

Dokaz 1. Prvo ¢emo izvesti formulu

sin = /w ’ )
2 be

gdje je s poluopseg trokuta AABC.

Imamo poznatu jednakost

.a l1—cosa
sin—=
2 2
o . . b+’ —a’ .
iz koje, koriste¢i se kosinusovim teoremom za trokut cos a = —Zb , dobivamo:
c
_ 2bc—b* —c* +a’
4bc
_ a’ —(b—c)2 _ \/(a+b—c)(a+c—b) B \/(25—2c)(25—2b)
B 4bc B 4bc B 4bc
B \/4(s—b)(s—c) B \/(s—b)(s—c)
B 4bc B be ’
aovoje (2).
Zbog jednakosti (2) imamo da je
S« a
sin— <
2 b+c

1Sefket Arslanagi¢, Sarajevo
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Kvadriranjem gornje jednakosti dobivamo

(s=b)(s—c)

be

ekvivalentno

2
a
<|—— .
b+ c)
Daljnjim sredivanjem dobivamo sljedece ekvivalentne nejednakosti:
(a+c—b)(a+b—c) - a’
4bc - (b+ c)2
4a’bc = (b+c)2 (a+c—=b)(a+b—c)
4a’bc = (b2 +2bc+c? )[a2 —(b—c)2 ]

4a*bc =a’b* +2a’bc+a’c* -’ (b—c)2 —2bc(b—c)2 —c (b—c)2 .

Prebacivanjem svih ¢lanova na lijevu stranu i faktoriziranjem dobivamo:
b* +c* +2a°bc—a’b* —2b°c* —a’c* =0
(b —c) —a? (b —2bc+¢*) 20
(b=c)’ [ (b+c) —a* |20
(b—c)’ (b+c+a)(b+c—a)=0.

Za posljednju nejednakost znamo da je to¢na jer je (b —c)2 =20ib+c>a.Timejei
nejednakost (1) dokazana.

Ocigledno vrijede analogne nejednakosti:

b

sin— < 3
2 a+tc 3)
;
c
sin Y < . (4)
2 a+b
Dokaz 2. Koristeci se sinusovim teoremom za trokut dobivamo da je
La
=sin—
b+c 2
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ekvivalentno sljede¢im nejednakostima:

2Rsina e
=sin—,
2Rsin f+2Rsiny 2
sina e
—————=>sin—.
sin B +siny 2
Iz adicijskih formula imamo
. a o«
2sin—cos — o
2 2 =sin—,

B+y B-y 2

2sin Ccos
2 2

odnosno
a
cos—
2

>1,
sin| 90° _“ cosM
2 2

$to je dalje ekvivalentno
cos —

a
COS—COS—
2

|~
I
<

cos

2

cos ﬂ_ySI .
2

Posljednja je nejednakost ocigledno tocna, §to znaci da je nejednakost (1) do-

kazana.
Vrijedi jednakost u (1), (3) i (4) ako i samo ako je a = b = ¢, tj. ako je u pitanju

jednakostrani¢ni trokut.
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Dokaz 3. Neka je u trokutu AABC tocka N sjeci$te simetrale kuta « sa stranicom
BC, atocke D i E redom nozi$ta normala spustenih iz toc¢aka Bi C na AN (Slika 1).

Iz pravokutnih trokuta AABD i AAEC imamo da je

.« |BD| |CE|
sin—=y—=7—"7,
2 |AB| |AC|
a odavde je
_a |BD| |CE| |BD|+|CE| |BN|+|CN|
sin—= = = = > 1.
2 |AB| |AC| |AB|+|AC|” |AB|+|AC]|
_a |BC|
sin—<——————
2~ |AB|+|AC]|
ili

a a
sin—<——, q.e.d.
2 v

Sada ¢emo dati nekoliko primjera primjene nejednakosti (1), (3) i (4).

Nakon mnozenja nejednakosti (1), (3) i (4) dobivamo nejednakost

(5)

.a. By abc
sin—sin—sin— < .
2727 27 (a+b)(b+c)(a+e)

Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, imamo sljedece
nejednakosti:

a+b2\/%,

2
wz b)
2

a+62\/;’

2

a odavde, nakon njihova mnozenja,

(a+b)(b+c)(a+c) Zm,tj.

8
(a+b)(b+c)(a+c)=8abc
te abc - 1 ©)
(a+b)(b+c)(a+c) ™ 8"
Sada iz (5) i (6) slijedi nejednakost
singsinﬁsinzsl. (7)
2 2 8
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Vrijedi jednakost u (7) ako i samo ako je & = =y = 60°, tj. za jednakostrani¢ni trokut.
Dat ¢emo jo$ dvije posljedice nejednakosti (7).
Posljedica 1. Vrijedi nejednakost
3
cosa+cosﬁ+cosy55. (8)
Dokaz: Koriste¢i se poznatom jednakosti
B .a . By
cosa+cosf+cosy= 1+4s1n5s1n551n5
i nejednakosti (7), dobivamo da je

1
cosa+cosﬁ+cosy51+4-§,tj.
3
cosa+cosﬂ+cosy$5, ged.

Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni trokut.

Posljedica 2. Vrijedi nejednakost

2 B

sin’ E+sm Z +sin?

(9)

N|‘<
I\
B w

Dokaz: Koristeci se poznatom jednakosti

B

+ _3 1( a+cos B+ )
sm = ———\COS COS COoS
2 2 2 Y

.2 a
sin” —+sin
2 2

1 3
i nejednakosti (8), tj. _E(COS a+cos B+cos y) > _Z , dobivamo:
3 3
sin’ —+sm2ﬁ+51 21 ———.1.
2 22 4
a 3
sin’ E+sin2 §+sin2 ZZ—, q.e.d.

Vrijedi jednakost u (9) ako i i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni trokut.

Napomena: U [2] imamo nejednakost 2.9, s. 20 koja glasi:

a 3
sin—+sinﬁ+sinzs—.

2 2 2 2
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