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Dinamic¢ne ideje Mongea u 21. stoljecu’

PETAR MLADINIC?I NIKOL RADOVICE?

Sazetak: Svijet u kojem Zivimo neprestano se i neumoljivo mijenja pojavom
novih tehnologija. Promjene utjeCu na nacin ucenja i poucavanja tradicionalnih
predmeta, pa i matematike, a napose deskriptivne geometrije. Tvorac deskriptivne
geometrije G. Monge jo$ je u 18. stolje¢u definirao temeljne metode vizualizacije
trodimenzijskih geometrijskih figura u dvodimenzijskom okruzju. Iako su te metode
prvih 10 godina bile vojna tajna, Monge nije mogao predvidjeti da ¢e s vremenom te
metode postati standardni jezik graficke komunikacije gradevinara, arhitekata, kar-
tografa, brodara, slikara, dizajnera, art-street umjetnika... No, treba li i danas, u 21.
stoljecu, poucavati na isti nacin, i kako pri tome zadovoljiti nove izazove poucava-
nja / ucenja? Kako naci dobru mjeru izmedu tradicionalnog poucavanja i primjene
tehnologije? Kako primijeniti tehnologiju kao alat kojim se usvajaju nove vjestine u
kombinaciji s klasi¢nim kompetencijama deskriptivne geometrije, a ne se sluziti teh-
nologijom radi tehnologije? Da bi se odgovorilo na sva ta pitanja, treba imati na umu
da ucenici imaju problema s vizualizacijom na relaciji prostor — ravnina, $to je poslje-
dica zivota u virtualnom svijetu - svijetu igara. Nasa je ideja pokazati kako povezati
klasi¢no (Mongeovih metoda projiciranja na tri ortogonalne ravnine) - dinami¢nu
vizualizaciju uporabom programa dinamic¢ne geometrije na modelu aksonometrij-
ske kocke u cilju priblizavanja .teskih” odnosno klasi¢nih metoda u okruzju koje je
ucenicima blisko. Aksonometrijska kocka ima za cilj «kopiranja” poznatog okruzja iz
igrica u kojemu je prostor zatvoren i ograni¢en. Dinami¢nost osigurava istovremenu
promjenu na aksonometrijskoj kocki (trodimenzijskom okruzju) i ravnini (dvodi-
menzijsko okruzje - Mongeov svijet) pa se tako ucenici nalaze u poznatoj situaciji
kao i u igricama te bez ve¢ih problema usvajaju dinamic¢no-klasi¢cne Mongeove me-
tode vizualizacije.

Kljucne rijeci: deskriptivna geometrija, vizualizacija, graficka komunikacija, ak-
sonometrijska kocke, program dinami¢ne geometrije Sketchpad

Poznavanje Mongeovih metoda nacrtne geometrije pomaze nam u analiziranju,
opisivanju i razumijevanju trodimenzijskog svijeta u kojemu zivimo. To je jedan ra-
zloga zasto bi trebalo biti dijelom $kolskog obrazovanja nasih ucenika kroz mate-
'"Predavanje i radionica odrzani na 8. kongresu nastavnika matematike RH, 2018. godine u Zagrebu

*Petar Mladini¢, Zagreb
*Nikol Radovi¢, Geodetski fakultet Sveucili$ta u Zagrebu, Zagreb
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matiku/geometriju. Pri poucavanju nastavnici pomazu ucenicima u razumijevanju
umjetnicke i logicke komponente matematike / geometrije, njenom prepoznavanju i
primjeni u rjeSavanju razli¢itih problemskih situacija.

Danas se postavlja poucak, nacrtna geometrija ne treba: Uzmes si dobar racu-
nalni program i imas rjesenje. U ovakvom razmisljanju pogresno je mijesati pouca-
vanje / ucenje i primjenu naucenog u novonastaloj situaciji. Kada naucite osnove
nacrtne geometrije na klasi¢an nacin ili dobrom kombinacijom klasike i tehnologije,
vi ste osposobljeni rjeSavati probleme vizualizacije u nekom od programa koji nisu
edukativni ve¢ mijenjaju nesto sto se zove .tehnicko crtanje”. Ako zelimo biti realni,
klasi¢no izvodenje neke elementarne kontrukcije (olovkom, papirom, priborom za
crtanje) puno je lakse nego u nekim programima koji mogu zakomplicirati proces cr-
tanja / konstruiranja ako nemate dovoljno znanja geometrije. Osnovna karakteristika
koju edukativni programi moraju imati je $to jednostavnija komunikacija na relaciji
korisnik — program / rac¢unalo. Naravno, kada je ucenik naucio temelje Mongeovih
metoda, prijelazak na neki «crtajuci” program samo ¢e mu olaksati svladavanje novih
koncepata vjestina kao i primjenu naucenih u novom okruzju.

Poucavanje i ucenje nacrtne geometrije kao matematicke discipline ukljucuje
stjecanje znanja, vjestina i sposobnosti vizualizacije prostora.

Matematicki pristup problemima obuhvaca odabir i pravilnu primjenu osnov-
nih matematickih vjestina, otkrivanje pravilnosti u oblicima, izradu modela, te pre-
poznavanje i komunikaciju s njima povezanih ideja. RjeSavanje problema nacrtne ge-
ometrije zahtijeva kreativnost i sustavan pristup, $to ima glavnu ulogu u inovacijama
te znanstvenim i tehni¢kim otkri¢ima kao $to su dronovi, roboti, 3D printeri... Sva ta
¢uda tehnologije 21. stoljeca bila bi bez matematike/geometrije samo neuporabljiva
hrpa kutija”

Zele¢i ucenicima (razli¢itog matematickog/geometrijskog znanja) pribliziti
Mongeove metode, tj. projiciranje na tri medusobno okomite ravnine, dosli smo do
zakljucka da klasi¢ni nacin zamislite ravnine u prostoru koje su medusobno okomite
koje «zalijepimo” u ravninu nije primjeren. Ulenicima je takav pristup preapstraktan!
Oni to ne vide. Nista ¢udno! Ucenici razlic¢ite dobi velik dio vremena provode na ra-
¢unalima igrajudi razlicite igrice. Prostor u kojemu se odigravaju kojekakve (najcesce
dinamicne) situacije ogranicen je ili velicinom ekrana ili podjelom ekrana na manje
dijelove koji predstavljaju okruzje odvijanja akcije. Sto tada? Odustati ili se pokusati
«ubaciti” u njima normalno okruzje? Ideja je bila da nastava bude dinami¢na, indivi-
dualna, da poveca interes, motiviranost i kreativnost u rjeSavanju postavljenih zadaca
iz vizualizacije prostora (primjenom dinami¢nog Mongea). Pokazalo se da je uvo-
denje dinamicne, aksonometrijske kocke cije strane .glume” ravnine projiciranja uz
dinami¢nu povezanost na dva nivoa s projekcijama pravo rjesenje. Prva povezanost
ocituje se u primjeni dinamicnosti, tj. kocku mozemo okretati i zakretati, ali i posta-
viti tako da pokazuje bas onu projekciju koja nas zanima. Drugi povezuje dinami¢nu
aksonometrijsku kocku i dvodimenzijski prikaz. Kroz idu¢ih nekoliko primjera, koji
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se mogu provesti kao Aktivnosti u ucionici, prikazat ¢emo kako klasi¢cne metode
Mongea prikazati dinami¢no. Aktivnosti su pripremljene kao dinami¢ne datoteke -
biljeznice koje svaki od u¢enika ima na racunalu na kojemu radi. Radi tempom koji
mu odgovara. Ucenik se u radu na racunalu moze vratiti unazad pogledati neki od
rijeSenih primjera, primijeniti i nadograditi u rjeSavanju novog problema. Nastavnik
je moderator koji .vodi” do rjesavanja, a istovremeno ima mogucnost ispravljanja
«krivih” zakljucaka i razmisljanja.

Prisjetimo se.

Projiciranje je svako bijektivno preslikavanje nekog skupa tocaka ili geometrij-
ske figure prostora na skup tocaka ili geometrijsku figuru neke ravnine 7.

Ravnina na koju projiciramo
nazivamo ravninom
m / projiciranja, u 0Znaci st

Sliku tocke nazivamo
projekcijom te tocke

Slika 1.
Projiciranja se dijele na centralno i usporedno projiciranje, Slika 2.
PROJICIRANJE
CENTRALNO / PERSPEKTIVNO USPOREDNO / PARALELNO
PROJICIRANJE PROJICIRANJE
USPOREDNI / PARALELNI PARALELNI / USPOREDNI
PRAVCI PRAVCI
PROJEKCIJA PROJEKCIJA
GEOMETRIJSKE GEOMETRIJSKE
@ FIGURE 4 FIGURE
RAVNINA SLIKE ? RAVNINA SLIKE (PAPIR,
. (PAPIR, EKRAN RACUNALA) . EKRAN RACUNALA)
PROMATRAC PROMATRAC
NEDOGLED JE JEDNA TOCKA NEDOGLED U BESKONACNOST

Slika 2.

Nadalje, svako od preslikavanja ima svoju podpodjelu, Slika 3.
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CENTRALNO / PERSPEKTIVNO USPOREDNO / PARALELNO
PROJICIRANJE PROJICIRANJE
LINEARNA ZRACNA KOSO ORTOGONALNO
PERSPEKTIVA PERSPEKTIVA PROJICIRANJE PROJICIRANJE
TRIMETRIJSKA
PROJEKCIJA
KOSA FRONTALNA
PROJEKCIJA (KAVALIR)
AT PROJEKCIJA DIMETRIJSKA
PROJEKCIJA @
IZOMETRIJSKA
PROJEKCIJA

Slika 3. @

Od interesa ¢e biti Mongeova metoda ili vizualizacija trodimenzijskih figura na me-
dusobno okomite ravnine, Slika 4.

¢
N,

Izvornik_Radovié et al (2010)
Vizualizacija prostora u
izometrijskoj mrezi toaka,
Zbornik radova 5. kongresa
nastavnika matematike,

Slika 4. 3.-5.7.2012., Zagreb.

Paralelno projiciranje, ¢ija je Mongeova metoda podvrsta, moze se naci na kla-
si¢nim grc¢kim vazama iz 4. st. pr. Kr,, Slika 5., na bizantskom mozaiku iz 12. st., Slika
6., te na slici ratnog broda iz 1510. godine, Slika 7.
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Slika 7.
Wujing Zongyao

Vise od 2000 godina geometrijske figure prikazivane su na ovaj nacin. Vazna

metoda vizualizacije prostora je dvocrtni postupak ili dvocrtno projiciranje ili Mon-
geova metoda.

Neka su u prostoru dane dvije medusobno oko-
mite ravnine, 7 i 7, Slika 8. Horizontalna ravnina
projekcije zove se prva ravnina projekcije ili tlocrtna
ravnina, a oznacava se s 7. Ravnina okomita na tlo-
crtnu ravninu zove se druga ravnina projekcije ili na-
crtna ravnina, a oznacava se s 7, Presje¢nica ravnina
7, i, je pravac, tj. os xili | x, .

Slika 8.
Primjer 1.
Na slici 9. prikazana je projekcija tocke (koja se moze naci u bilo kojem udzbeniku

Nacrtne geometrije ili Opisnog mjerstva ili Deskriptivne geometrije) Mongeovom
metodom.

N

ﬁ“.

v

X2

ne-------
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Toc¢nost prikaza, Slika 9., Mongeove metode temelji se na teoremu:

Teorem.

+ Projiciranjem ® svakoj toc¢ki prostora A jednoznac¢no je pridruzen ureden par
tocaka (A’, A”) ravnine 7, takav da je spojnica tocaka A’A” okomita na os | x, .

 Obratno, za bilo koji par to¢aka (A’, A”) ravnine 7, ¢ija je spojnica A’A” okomita
naos , X, , postoji to¢no jedna tocka prostora A za koju vrijedi @ : A > (A", A”).

Dakle, svaka tocka prostora jednoznacno je odredena svojim projekcijama.

Ortogonalna projekcija tocke A na ravninu 7, je tocka A" ili prva projekcija ili
tlocrt A’ tocke A. Ortogonalna projekcija tocke A na ravninu T, je tocka A” ili druga
projekcija A" ili nacrt A” tocke A.

No to je stati¢no rjeSenje. Ako nasu tocku .stavimo” u aksonometrijsku rotira-
jucu kocku, mozemo sagledati projekcije iz drugog kuta, Slika 10. Iako se bokocrt-
na ravnina uvodi kasnije, primjenom dinamic¢ne aksonometrijske kocke njezino je
uvodenje logi¢no. Ucenici je u ovom okruzju prihvacaju bez problema. Bokocrtna
ravnina je ravnina okomita i na ravninu tlocrta i na ravninu nacrta. Ortogonalna
projekcija tocke na ravninu 7z, je tocka A™ ili treca projekcija ili projekcija bokocrta.

Slika 10.

No, osim rotiranja ¢itave aksonometrijske kocke s to¢ckom i njezinim projekcija-
ma, moguce je odabrati neku od projekcija, Slika 11.

y V4
z
A" A A A"A A"
2 P4 ° A,
A" A, A A"
A
A A, A A, y A A,
Z A" A x Al
TLOCRT NACRT Slika 11. BOKOCRT
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Ovakav dinamican nacin ujedno olaksava vizualizaciju tocke zadane koordina-

tama kao i zaklju¢ivanje svojstava tocke zadane koordinatama.

Povezivanjem dinamic¢ne aksonometrijske kocke i dvodimenzijskih projekcija,
ucenicima je u potpunosti vizualizirana dinami¢no Mongeova metoda — projekcija

tocke na medusobno okomite ravnine, Slika 12.

A"
e

A"

Slika 12.

Pogledajmo sada primjerice tlocrt tocke A, Slika 13., ili prose¢imo tocku, Slika 14.

A"

Slika 13.

T

A

Vi

Slika 14.
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Iz Slike 14. mozemo zakljuciti ponesto o tocki A u prostoru. Projekcije A" i A”
tocke A su na osima x i z, dok se tocke A i projekcija A” podudaraju. Tocka A ima
posebno svojstvo, nalazi se u ravnini nacrta. Zapamtimo, sve tocke kojima su projek-
cija tlocrta na osi x i projekcija bokocrta na osi z nalaze se u ravnini projiciranja 7,.
Nakon dinami¢nog pomaka i prikaza, analogno pravilo moze se bez vecih poteskoca
izreci i za tocke u tlocrtnoj i bokocrtnoj ravnini.

Primjer 2.
Na aksonometrijskoj dinami¢noj kocki nacrtane su projekcije duzine, Slika 15.
. o o
i =
; B
(= i g2
By A B«
B B’
4 A’

Slika 15.

Svaka duzina jednoznacno je odredena projekcijama rubnih tocaka. Promjenom
polozaja rubnih tocaka (automatski se mijenjaju projekcije duzina) moguce je za-
kljuciti ponesto o svojstvima te duzine. Zaklju¢ivanje bi bilo teze bez istovremene
poveznice aksonometrijske dinami¢ne kocke i dvodimenzijskog prikaza, Slike 16. i
17. Poopcenje zaklju¢aka moguce je odmah provjeriti.

z
[z

Atk A" 4 A" B

B 5.

By

Ay

Slika 16.
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B B
B
[Retecija esi]
/Q‘ fod
4 A
/,/ 4
4/,
e 475, A
Ay By B’
Slika 17.
Primjer 3.

Na aksonometrijskoj dinami¢noj kocki nacrtane su projekcije pravca, Slika 18.

Slika 18.

Okretanjem aksonometrijske kocke mozemo uociti specijalne tocke, probodista.
To su tocke u kojima pravac probada ravnine projiciranja, probodista Slika 19.

TLOCRT NACRT

BOKOCRT
Slika 19.
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Spojanjem aksonometrijske dinami¢ne kocke i dvodimenzijske slike, Slika 20.,
vizualiziramo pravac u prostoru i uo¢avamo svojstva probodista pravca i ravnina
projiciranja.

124
3

Slika 20.

Primjer 4.

Na aksonometrijskoj dinami¢noj kocki nacrtane su projekcije ravnine, Slika 21.

A4:

r3 r

Slika 21.

Ravninu zadajemo jednoznacno tragovima. Tragovi su presjecnice zadane ravni-
ne i ravnine projiciranja, tj. pravci ¢ije su tocke u zadanoj ravnini i ravnini projicira-
nja, $to se moze najbolje vidjeti u posebnim polozajima aksonometrijske dinami¢ne
kocke, Slika 22.
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T3

Slika 22.
Zadatak 1.

Ravnina moze biti okomita na 7T, ili T, usporedna s 7, ili 7, usporedna s osi x
itd. Pogledaj sliku 23. Sto mozes re¢i o nacrtanim ravninama? Nactaj njihove tragove
u dvodimenzijskom prikazu.

s
fis) b
o
A“

Slika 23.

Nadalje mozemo jednostavno kombinacijom prikaza na dinamicnoj aksono-
metrijskoj kocki i dvodimenzijskog prikaza proucavati i zakljucivati odnose tocke,
pravca i ravnine, Slika 24. Tocka T je u ravnini jer je na pravcu m te ravnine A. Pravac

Slika 24.
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m je u ravnini jer su mu istoimena probodista na istoimenim tragovima ravnine. To
se jo$ bolje vidi na slici 25. U klasi¢cnom poucavanju ravnine te tocaka i pravaca rav-
nine opc¢enito nastaju problemi vizualizacije, odnosno njihova «zamisljanja u glavi”
Problem rjesava dinamic¢na aksonometrijska kocka i mogu¢nost sagledavanja to¢no
odredenih projekcija.

Slika 25.

U prethodnim su primjerima prikazane Mongeove metode kao spoj dinami¢ne
aksonometrijske kocke i dvodimenzijskog prikaza geometrijskih figura. Promjenom
jednog polozaja mijenja se prikaz, ali i dimenzije.

Primjer 5. Nacrtajmo presjek dviju ravnina.

Prisjetimo se, presjecnica dviju ravnina je pravac. Tocke presjecnice sjecista su istoi-
menih tragova tih ravnina, Slika 26.

Slika 26.
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Primjer 6. Nacrtajmo presjek ravnine zadane s tri nekolinearne tocke i poliedra.

Ravnina je zadana s tri tocke A, B i C. Prvo konstruiramo tragove ravnine, Slika 27.

Slika 27.

Nadalje, konstruiramo presjeke istoimenih tragova ravnine i tragova strana poliedra.
Tocke presjeka definiraju presjecnice ravnine i poliedra. Iskoristimo moguénost vi-
zualizacije, tj. definiramo dijelove poliedra koji izlaze iz ravnine, kao i dijelove polie-
dra blize gledatelju, Slika 28.

Slika 28.

Primjer 7. Nacrtajmo probodiste pravca i ravnine.

Pravcem polazemo ravninu A. Ta ravnina je specijalna — prvi trag ravnine podudara
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joj se s tlocrtom p’ pravca p i okomita je na ravninu tlocrta. Nacrtamo presjecnicu g
zadane ravnine, X i pomo¢ne ravnine, A. Tocka u kojoj presjecnica g sijece pravac p
je trazeno probodiste P, Slika 29.

Slika 29.

Primjer 8.

Nacrtajmo projekcije (tlocrta, nacrta, bokocrta) uspravne kvadratne prizme s bazom
u tlocrtnoj ravnini ako je zadani pravac p(p’, p”) prostorna dijagonala.

Rjesavajuci ovaj primjer moramo se prisjetiti nekih ¢injenica usvojenih rjesava-
njem prethodnih primjera, ali i geometrijskog znanja o uspravnoj kvadratnoj prizmi.
Sto zna¢i da je baza u tlocrtnoj ravnini? Kakvi su bridovi uspravne geometrijske fi-
gure na tlocrtnu ravninu? Sto je s duljinom visine?

T3

Slika 30.
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Osim $to vizualiziramo, usvajamo temeljne elemente Mongeove metode. Isto
tako neke klasi¢ne zadatke Nacrtne geometrije mozemo rjesavati izravno na dina-
mic¢noj aksonometrijskoj kocki. Prednost izravnog crtanja na aksonometrijskoj kocki
je viestruka. Analiza geometrijske figure uz rotiranje, translatiranje, povecavanje ili
smanjivanje omogucava vizualizaciju u prostoru, ali i prikaz korak po korak.

Primjer 9. Nacrtajmo uspravni stoZac.

Postupak rjesavanja mozemo opisati kroz nekoliko koraka, ¢ime povezujemo ve¢
usvojene vjestine, ali i prednosti programa dinami¢ne geometrije.

« Nacrtamo bazu uspravnog stosca elipsu koja je afina slika kruznice baze. Parale-
logram baze je konstruira u aksonometriji kao afina slika kvadrata.

« Nacrtamo vrh uspravnog kruznog stosca.

o Vrhom uspravnog kruznog stosca i proizvoljne tocke elipse baze nacrtamo jednu
izvodnicu stosca.

« Geometrijsko mjesto ili lokus svih toc¢aka baze i izvodnice sto$ca definiraju preo-
stale izvodnice sto$ca, pri ¢emu se definira njihov broj, Slika 31.
Primjer 10. Nacrtajmo presjek ravnine i valjka.

Crtanje / konstrukcija presjecne krivulje neke geometrijske figure i ravnine temelji se
na konstruiranju probodista brida / izvodnice s ravninom presjeka.

=\
7

/=

Slika 31. Slika 32.

Promjenom presje¢ne ravnine mozemo uocavati koja svojstva ima presje¢na kri-
vulja u nekim specijalnim polozajima.
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Primjer 11. Nacrtajmo prodornu krivulju kugle i stosca.

Konstrukcija prodora temelji se na konstruiranju probodista pravca (brida ili izvod-
nice) jednog tijela s ravninom ili zakrivljenom plohom drugog tijela. Skup svih ta-
kvih probodista definira zajednicku krivulju na plohama tijela koja prodiru jedno u
drugo, Slika 33.

Slika 33.

Konstrukcija vlastitih sjena tijela kao i njihovih bacenih sjena na ravninu proji-
ciranja ili na drugo tijelo vazan je element za razumijevanje prostornih geometrijskih
figura i prostornog zora. Citava konstrukcija temelji se na konstrukeiji probodista
zraka svjetlosti nekom to¢kom na ravninu. To najbolje ilustriraju Slike 34. i 35. Pri-
kazuju konstrukciju sjene i bacene sjene kocke pri paralelnoj i centralnoj rasvjeti.

Slika 34.
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Slika 35.

Ovaj pristup omogucava jednostavnu” vizualizaciju ploha, Slike 36. 1 37.

Hiperboloid
+X N v
Slika 36.
z
Rotacijski paraboloid

Slika 37.
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Kroz prikazane primjere ilustrirali smo kako se rac¢unala (dinami¢ni program
Sketchpad 5.03 HR) kao snazan alat mogu primijeniti u ucenju i poucavanju klasic-
nih tema nacrtne geometrije te potvrdili sljedece rijeci:

... u veéini znanosti nova generacija rusi ono sto su prethodne sagradile, jedino u
matematici svaka nova generacija gradi novi kat na staroj strukturi...

Hankel
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