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Poboljsanje jedne od najpoznatijih
algebarskih nejednakosti
SEFKET ARSLANAGIC', DANIELA ZUBOVIC?

Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja a
i b koja glasi:

“;”z@ (1)

jedna je od najpoznatijih nejednakosti i igra iznimno vaznu ulogu kod dokazivanja
drugih slozenijih nejednakosti i rjesavanja vaznih zadataka.

Sada ¢emo dati jednu novu nejednakost koja u izvjesnom smislu predstavlja po-
boljsanje nejednakosti (1). Rije¢ je o sljede¢oj nejednakosti:
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b
Sada ¢emo dokazati nejednakost (4). Uzet ¢emo daje —=x" >1 jerje b>a>0.
a

Nejednakost (3) sada postaje:
2
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Promatrat ¢emo funkciju:

f(x)=x—l—21nx,
x
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za x >1.Imamo da je f’(x)=1+—2——, tj.
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Ociglednoje f'(x)>0 zasve x>1,te f(1)=0, §to znaci da je funkcija f(x) rastuca
za x €(1,+°). Znatidaje f(x)> f(1)=0, .

f(x)>o0,
odnosno zbog (6):
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§to znaci da je nejednakost (5), odnosno nejednakost (4) tocna. Dakle, nejednakost
(3) je tocna.
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Promatrat ¢emo funkciju:
x—1
x)=Inx—2-——, 10
g(x) . (10)

za x >1. Kako je
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£ x (x+1)2 x(x+1)2 J

>

(x=1)
()=
§ x(x+1)2
otiglednoje g'(x)>0 zasve x>1,te g(1)=0, $to znadi da je funkcija g(x) rastuca
za €(L,+%) .Znatidaje g(x)>g(1)=0,H4.
g(x)>0,
odnosno zbog (10):
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$to znaci da je nejednakost (9), odnosno nejednakost (8) tocna. Dakle, nejednakost
(7) je to¢na.

Sada iz nejednakosti (3) i (7) slijedi dana nejednakost (2).

Citateljima ovog ¢lanka preporu¢ujemo da pokusaju rijesiti sljede¢e zadatke.

1. Dokazite nejednakosti:

a) (a+b)1/aT+b2a\/E+b\/;,za a,b>0,

b) Ha+b)+-2 “TE e ab>o0.
2 4 2

2. Dokazite nejednakosti:

a+b a b
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l1+a+b 1+a 1+0b
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a b
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. Dokazite nejednakosti:

x ¥ z
a) + + >2,za x,9,2>0,
y+z z+x x+y

2x 2
b) 12 Sln(x+1)$m

o) ln(%+1)ln(é+l)<(ln2)2,za a,b>0ia#b.
a

d) log, b>1log,,, (b+t),zab>a>1it>0.
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