Poucak 82

Nakon rjeSenja jednog zadatka

ALIJA MUMINAGIC!, SEFKET ARSLANAGIC?

U ovom ¢emo ¢lanku pokazati da se i nakon rjeSenja zadatka moze napraviti jo$

puno korisnih «stvari”. RijeSimo sada ovaj zadatak:

Zadatak 1. U trokutu AABC zadano je a =20, b = 15, - f = 90°. Izra¢unaj stranicu c.
Rjesenje: Neka je kut ZBAD = 90°, tocka D je na stranici BC i neka je |AD] = x. Tada

je kut ZCAD = f3 (Slika 1.), pa je AACD ~ ABCA. 1z te sli¢nosti slijedi:
|ACl _[BC| b _a _be

lAD| [BA] T x ¢ T a

Dalje je
|AC|_|BC| - b _2 o |CD|_£
lcp| |cal T |cp| b Ca’
paje zbog |DB| = |CB| - |CD|
2 2 42
|DB|=a—b—=a v
a a

Pitagorin teorem primijenjen na trokut AABD daje:

a

a

2 g2\? 2 242
|AB] =|DB[ —x* < sz(a b J —(E) o =70

Slika 1.
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20°—15" 175 _ ;
V207 +150 23
Zadatak je rijesen, ali nije tesko primijetiti da je trokut iz zadatka ipak poseban jer

nije u svakome trokutu razlika mjera dvaju unutrasnjih kutova jednaka 90°. Zato
uvodimo:

Uvrstavaju¢ia =201 b =15u (1) dobivamo ¢ =

Definicija 1. Trokut u kojemu je razlika mjera dvaju unutrasnjih kutova jednaka
90° zove se pseudopravokutni trokut (pseudo, gré. lazan, nazovi, dakle nazovi pravo-
kutni trokut).

Ocigledno vrijedi:

Teorem 1: Svaki pseudopravokutni trokut je tupokutan.

Dokaz: Neka u pseudopravokutnom trokutu AABC vrijedi da je a - f = 90°. Tada je
a =90°+ f3, §to povlaci da je a > 90°. To je dovoljno da se zaklju¢i da je trokut AABC
tupokutan.
2 2
- . a —b . Lo
Prema rjesenju zadatka (gore), tj. ¢ = ﬁ , mozemo formulirati novi teorem:
a“+b

Teorem 2: U pseudopravokutnom trokutu AABC ¢ije su duljine stranicaa, bic,
2
za nasuprotne kutove vrijedi jednakost a - 8 = 90° je (a2 b’ ) =c’ (a2 +b ) .

Dokaz: (planimetrijski) Uvedimo oznake kao na Slici 2. Primjenom Pitagorina teo-
rema na pravokutni trokut AABD dobivamo:

x° =(a—y)2—cz. (2)

Iz sli¢nosti trokuta AADC ~ AABC slijedi:
2

y:b=b:a & y=— (3)

== (4)

Vb
a a

c
x:y=c:b & x= @ x=

S o

c B Slika 2.



Poucak 82

Uvrstavanjem (3) i (4) u jednakost (2) dobivamo:

2 2)\2 )0 az_bz2
2 -

a a a2 aZ

s b =(a2 —192)—{12c2 @ (a2 —b2)2 =¢? (a2 +b2),
§to je trebalo dokazati.

Prirodno je sada da se zapitamo vrijedi li obrat Teorema 2.
To znaci da probamo rijesiti sljedeci zadatak:

Zadatak 2. Duljine stranica trokuta AABC su a = 20, b = 15, ¢ = 7. Dokazi da je taj
trokut pseudopravokutan.
Rjesenje: Prema Teoremu 2, za pseudopravokutni trokut vrijedi:
(az —b2)2 =c’ (a2 +b2),
pa imamo:
2
(202 =15%) =72 (20° +15%) & 20° —15° =720 +15°
& (20-15)(20+15) =74/400+225 < 5-35=7-25 @ 175=175,
§to je tocno. Dakle, taj je trokut pseudopravokutan.
Do rjeSenja smo mogli do¢i i na sljedeci nacin (primjenom teorema o kosinusu):
bV +ct—a® 15°+7°-20° 225+49-400 3

cosa = -,
2bc 2:15-7 210 5

c+a’—b’ 77420 —15"  49+400—-225 4

cosf= = = =2
2ca 2:7-20 280 5

3

5

Dakle, cos @ = -sin 8 i odavde je zbog cos (90° + ) = —sin f:

cosa =cos (90° + ), tj.a=90°+f < a - f =90°,

Odavde slijedi da je sin 8 =

pa je na osnovi Definicije 1. taj trokut pseudopravokutan.
Dat ¢emo dokaz da vrijedi obrat Teorema 2.

2 2
a —b
Teorem 3. Ako su duljine stranica trokuta AABC aibic= > onda za
a“+b
kutove koji su nasuprotni stranicama a i b vrijedi da je a - § = 90°.
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Dokaz 1: Neka je tocka D na stranici BC takva da je [AD| = | BD| = x. Trebamo doka-
zati da je trokut ACAD pravokutan (£A = 90°), tj. da je (Slika 3.):

b’ +x* =(a—x)2. (5)

Slika 3.

A ¢ B

Zbog |AD| = |BD| = x, trokut AABD je jednakokracan, $to povlaci da je ZBAD = 5.
Primjenom teorema o kosinusu na trokut AABD dobivamo:

c=x"+x° —2~x-x-cos<180° —Zﬂ) @ > =2x*(1+cos2p),
jer je cos (180° —Zﬁ) =—cos2f3 . Gornja relacije ekvivalentna je
¢ =2x" (1+cos2 B—sin® ﬁ),
jer je cos2f = cos> B—sin’ B, $to je dalje ekvivalentno
¢ =2x" (1+cos2 ﬂ—(l—cos2 ﬂ)) ® > =4x"cos’ B,
tj.

c
x =
2cosf3 - (6)
Uvrstavajuci (6) u jednakost (5) imamo:
2 2
c c c
b+ —=a —2a + —.
4cos’ B 2cos B 4cos’ B

To je dalje ekvivalentno

v =ala————|=ala————
=ala =ala—————— |,
cos 3 a>+c" —b

2ac
o : a’+c =v o
jer je iz teorema o kosinusu cos f = ——————. Ovo je ekvivalentno
2ac
2a°c’ s o 2c* a -
2 2 2 =a = b < 2 2 2 = 2
a +c —b a +c —b a

& 2a°c’ =<a2 —b2>2 +(a2 —bz)cz © 2a°c? —(a2 —192)c2 =(a2 —bz)z
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. (@-v ) a’ =b’
S = ® (=F—,
2a2—(a2—b2) Na? +b?
a to je ispunjeno na osnovi uvjeta iz zadatka. Prema tome je ZCAD = 90°. Sa Slike 3.
vidimo da je ZCAB = ZCAD + ZDABilia =90°+ 3 < a - f = 90°.
Dokazimo sada Teorem 3 pomocu trigonometrije. Prije nego $to damo ovaj dokaz,

dokazat ¢emo teorem o tangensima:

Teorem 4. Odnos zbroja i razlike dviju stranica trokuta jednak je odnosu tan-
gensa poluzbroja i polurazlike kutova nasuprotnih tim stranicama, tj.

a+p B+y y+a
a+b_tg 2 b+c_tg 2 c+a_tg 2
a=b a—B5 b-c PB-y’ c-a y-a’
tg—— tg—— tg—
& 2 & 2 & 2

Dokaz: Prema teoremu o sinusima imamo da vrijedi:
a+b 2Rsina+2Rsinf _ sina+sinf

a—b 2Rsina—2Rsinf sina—sinf’

§to je, prema formulama za pretvaranje zbroja i razlike u produkt, jednako

a+ - + -
p sM sinLﬂ cosLﬁ
2 2 2 2

2sin co

a— + +B -
B 2tl  otB =B
2 2 2

2sin———cos
2

. a+p
atp  a-f_8
=1tg 5 ctg 2 = a—ﬂ’

tgi2

1
zbog ctgx = ox Analogno se dobiju i druge dvije formule.
gx

Dat ¢emo sada Dokaz 2 (trigonometrijski) za Teorem 3.

Dokaz 2. Na osnovi Teorema 4. vrijedi:
Ot tg(90° 7
2

a+b '8 2) o ¥
= = =tg|90° == |5
a—b tga—ﬁ t ﬁ 2
o 2 & 5
jer je
a+p 90°

=90 -2, a=p=90"1 tg

=tg45° =1.
2 2 2 8

Odatle, jer je tg (900 - x) =ctg x , imamo:
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a+b v
=ctg—. 7
a=b ng )
Poznato je (Dokazite!) da je:
ctg’ =—1
cosx=—2 . (8)
ct 2£+1
& 2
Teorem o kosinusu primijenjen na trokut AABC daje:
ctgz——l
cz=a2+b2—2abcosy=a2+b2—2ab—)2/,
tg’ —+1
ctg
zbog (8). Dalje je, zbog (7),
(a+b)2 )
-b) +b)’ —(a—b)’
¢ =a+b’ —2ab%=a2+b2—2ab(a )2 (a )2
a+b (a+b)" +(a—0)
+1
a=b
2 2 2 12
=a2+b2—2aba2+2ab+b2 a2+2ab b2
a” +2ab+b" +a” —2ab+b
212
=a2+b2—2ab24Lbz=a2+b2— 42a bz.
2a° +2b a +b

To je ekvivalentno

¢’ (a2 +b2)=(a2 +b’ )2 —4a’h> & <a2 +b2)= (az b )2 .

Napomena: Kada su ova dva autora i$la u srednju $kolu (to je bilo vrijeme bez
dzepnih racunala), pri .rjeSavanju kosokutnog trokuta” (primjena teorema o sinusi-
ma i kosinusima) koristili su se logaritamskim racunom (logaritamskim tablicama)
za izracunavanje trazenih veli¢ina u trokutu. Kako je teorem o kosinusu nezgodan
za logaritmiranje, primjenjivan je teorem o tangensima, a kod sloZenijih slucajeva,
npr. kada je u trokutu zadan jedan kut, jedna stranica i zbroj ili razlika drugih dviju
stranica, primjenjivali su Molweideove® formule:

a+b_COSaTﬂ. b+c_cosﬁ2y‘ C+a-€05720‘
¢ sinZ Ca sing Cb sinﬁ
2 2 9)
a—p S0 ; b—c s1nﬂ;y c—a_smy_
¢ cosy oa cos%) b cosﬁ

Dokazi za formule (9) su jednostavni.

K. Molweide (1744. - 1825.), njemacki matematicar i astronom
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a_b:sm 5

c 14

COS—

interesantan.

Mislimo da je ovaj geometrijski dokaz npr. za

Dokaz 1. Pretpostavimo da je u trokutu AABC, a > b (Slika 4.). Neka je to¢ka D na
stranici BC takva da je |CD| =b . Lako pokazujemo da je:

v=4«BAD = a—(90° —%y) =l(0¢—ﬁ)

i

1 1
u= ABDA =180° —(90" —Ey)=90° +EV'

Slika 4.

Teorem o sinusima primijenjen na trokut ABDA daje:
a—b c . a—b c
. = . > tJ a ﬁ = b
sinv  sinu . a— .
sin > sin (90 + Z)

a zbog sin (90" +§) = cos% vrijedi:

sin
a=b

¢ cos 4
2

Sami dokazite teorem u slucaju kada je a < b.

Dokaz 2. Dokazat ¢emo da je

c-sina_ﬁ =(a—b)cosZ
2 2

koriste¢i poznate formule (Dokazite ih!):
. a [(s=b)(s=c) a [s(s—a)
sm;— T 1 COS 5 = be .

a=p_ [a_p a P a. p
c*sin =csin| ———|=c|sin—cos——cos—sin—
2 2 2 2 2 2 2

[ J(s—w(s—c) Js<s—b>_ JS(Z_“) J<s—c><s—a>]
bc ac c ac

Tako je:
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. \/s(s—b)z (s—c) _\/s(s—a)2 (s—c)

2

abc abc

= —S(Sa;;)cz (s—b—s+a)= S(;;C)(a—b)
=(a—b)cos%

¢ime je tvrdnja dokazana.

Citateljima prepustamo da formule (9) dokazu i na neki drugi nacin. Bilo bi dobro da
sami vide na koji se nac¢in primjenjuje teorem o tangensima za rjeavanje kosokutnog
trokuta i koje su to olaksice u odnosu na teorem o kosinusu.

Spomenimo jo$ da se teorem o tangensima u starijoj matematickoj literaturi daje u
ovom obliku:

(poznate su nam dakle stranice b i c i kut @ izmedu njih).

Dokaz: Imamo da je (Slika 5.)
|DA|=c-cosa, |CD|=a-cosy,
paje acosy =b—ccosa,anaosnovi teorema o sinusima vrijedi:
a-siny =c-sina .
Dijeljenjem gornjih jednakosti dobivamo:

assiny  c-sina

- >
a-cosy b—c-cosa

a odavde
c-sina Slika 5.

te analogno i za ostale kutove.
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