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Znacenje i usporedbena analiza pojmova
srednja pogreska i standardno odstupanje

Dusan BENCIC, Gorana NOVAKOVIC - Zagreb!

SAZETAK. Uz kraéi prikaz povijesnog razvitka mjera za ocjenu kvalitete mjerenja i
rezultata, dan je poseban osvrt i usporedbena analiza pojmova standardno odstupa-
nje i srednja pogreska u skladu s medunarodnim dogovorom za iskazivanje mjerne
nesigurnosti kojim je standardno odstupanje prihvaéeno kao osnovna mjera nesigur-
nosti rezultata.

Kljucne rijeci: pogreska, odstupanje, srednja pogreska, standardno odstupanje,
mjerna nesigurnost.

1. Uvod

U suvremenim mjerenjima zahtijeva se myjeriteljska informacija o izvr$enim mje-
renjima i rezultatu, koja ée korisnicima dati jasne iskaze o rezultatu i njegovoj kva-
liteti. Ona mora biti utemeljena na jasnoéi pojmova i dovoljno podataka posebno o
izabranome matematickome modelu i primijenjenoj matematic¢ko-statistickoj ana-
lizi. Medutim, neovisan razvoj tehnickih i prirodnih znanosti uzrokovao je i osebu-
jan razvoj i razli¢itosti u terminologiji, $to je posebno doslo do izrazaja s razvojem
teorije vjerojatnosti i matematicke statistike. Prihvaéanjem tih teorija u udzbenici-
ma teorije pogresaka, ali izdvojeno kao metoda analize, dolazi do usporedne primje-
ne pojmova kao $to su: aritmeti¢ka sredina mjernog niza i najvjerojatnija vrijed-
nost, odnosno najbolja nepristrana procjena veli¢ine; pogreska, odnosno odstupa-
nje; srednja pogreska, odnosno standardno odstupanje. To dovodi do nejasnoéa u
iskazu rezultata. No u doba globalnog razvoja i svjetskog trzista prijeko je potrebno
da u mjeriteljstvu, u cijelom svijetu, bude jednaka metoda proracuna i izrazavanja
rezultata i njegove kvalitete kako bi se i mjerenja provedena u razli¢itim zemljama
mogla usporediti i primjeniti. Stoga se u razli¢itim podrudjima mjerne tehnike na-
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stoji uvesti jedinstvenost u nacdinu iskazivanja mjeriteljske informacije, a takoder i
terminologije, $to ukljucuje i samo znacenje nekih osnovnih pojmova.

Definicije osnovnih pojmova, uz obrazlozenja prema medunarodnim normama te
njihova tumacenja, dane su u publikaciji “Upute za iskazivanje mjerne nesigurno-
sti” (1995) i Medunarodnom rjeéniku osnovnih i opéih naziva u metrologiji (1996).
Ti osnovni pojmovi, njihove definicije i tumacenja, detaljno su prikazani u prvom
dijelu projekta Tehnicki standardi katastarske izmjere (Novakovié¢ 2002), izrade-
nog za potrebe Drzavne geodetske uprave, jer se u novo uspostavljenim pravilnici-
ma, uputama i sl. koji se odnose na cjelokupnu geodetsku izmjeru, a takoder i u geo-
detskim udzbenicima i skriptama, trebaju primjenjivati medunarodnim normama
propisani termini i postupci za iskazivanje mjernih rezultata, ¢ime oni postaju
izravno usporedivi.

Standardizirana terminologija pomo¢i ¢e svim korisnicima, ¢ime ¢e se izbjeéi dosa-
dasnja upotreba visestrukih termina za isti pojam ili jedan termin za razli¢ite poj-
move. NajviSe nejasnoca javlja se pri upotrebi termina za iskazivanje kvalitete re-
zultata, odnosno pojmova srednja pogreska i standardno odstupanje. Stoga ¢ée se u
ovom radu prikazati usporedbena analiza tih pojmova.

2. Pojam pogreska i srednja pogreska

Pojam pogreske mjerenja temeljni je pojam svih udzbenika geodezije i teorije pogre-
Saka s ra¢unom izjednacenja jo$ od C. F. Gaussa. Tako nas uvazeni prof. dr. N. Cu-
brani¢ kaze u osnovnim postavkama teorije pogresaka: “Ponavljajuéi mjerenja do-
bivat ¢emo rezultate koji ée se viSe ili manje razlikovati, dolazimo do saznanja da su
nasa mjerenja viSe ili manje pogresna. Same pogreske po svom karakteru dijelimo
na: grube, sistematske i slu¢ajne pogreske” (Cubranié¢ 1967).

Danas se pogreska mjerenja definira kao odstupanje rezultata od istinite vrijedno-
sti mjerene veli¢ine (ISO 7078 E/F 1985). Jednaka je definicija i u Medunarodnom
rje¢niku (1996), uz napomenu: kako se istinita vrijednost ne moze odrediti, u prak-
si se upotrebljava dogovorena istinita vrijednost. Prema DIN 55350/11 (1987), po-
greska mjerenja definirana je opcéenito kao neispunjavanje jednog zahtjeva. Npr.
ako karakteristi¢na vrijednost lezi izvan podrudja tolerancije, radi se o pogresci.

Prema tome, izraz pogreska, uz novu definiciju, ima smisaonu primjenu za:

* odstupanja od dogovorene istinite vrijednosti veli¢ine,

* odstupanja koja prelaze veli¢ine svojstvene razredu to¢nosti mjerila u iznosima
koji se ne dopustaju; npr. grani¢ne pogreske mjerila,

* odstupanja koja prelaze veli¢ine dane statistiCkom analizom i testovima kojima
se odbacuju neispravna mjerenja koja se smatraju pogresnim,

* sustavna odstupanja od definirane referentne vrijednosti koja se moraju ispra-
viti, odnosno ukloniti, ili metodom mjerenja, ili ra¢éunom; npr. pogreska hori-
zontalne osi instrumenta, pogreska vertikalne osi, pogreska indeksa, pogreska
podjele kruga,

¢ utvrdeno sustavno odstupanje pri mjernim uredajima,

e gruba pogreska,

* pogreska zaokruzivanja.
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Pojam odstupanje pojavljuje se veé u XVII. stoljeéu, najprije u teoriji vjerojatnosti, a
poslije, s razvojem matematicke statistike, postaje jedan od osnovnih pojmova pri
razmatranju obiljezja, odnosno opc¢ih svojstava jedinica statistickog skupa. Pojam
odstupanje primijenjen je zatim i u teoriji mjerenja, posebno prihvaéanjem analiza
mjerenja i mjernih rezultata metodama teorije vjerojatnosti i matematicke statisti-
ke. Tako dolazimo do pojma mjernog odstupanja kao razlike izmedu mjerene vri-
jednosti i referentne vrijednosti. U matematickoj statistici referentna je vrijednost
oc¢ekivanje, odnosno ocekivana vrijednost mjerene velic¢ine ili njezina procjena.

S primjenom pojma pogreske mjerenja, C. F. Gauss (1809) uveo je i pojam srednja
pogreska. To je bila mjera, kako je Gauss rekao, “srednjeg odstupanja od istinito-
sti”. Njegova je definicija glasila: Kvadrat srednje pogreske srednja je vrijednost
kvadrata neizmjerno mnogo istinitih pogresaka e¢:

[ee]
m?= —,
n
odnosno srednja pogreska:
[ee]
m==+|—, n — oo.
n

U realnim je mjerenjima broj mjernih vrijednosti ogranicen. Gauss je pri ra¢unanju
pogresaka uzeo aritmeticku sredinu kao najujerojatniju vrijednost, kao aksiom
(Cubrani¢ 1967). Time su i odstupanja pojedinih mjernih vrijednosti od aritmeticke
sredine najujerojatnije pogreske v, na osnovi kojih se srednja pogreska rac¢una

prema:
(m) = / [vv]’ n # oo.
n-1

U matematickoj statistici osnovni su parametri statistickog skupa (populacije) ma-
tematicko ocekivanje x4 i varijanca o2, odnosno standardno odstupanje ¢ kao pozi-
tivni drugi korijen varijance. Uzimanjem uzorka iz osnovnog statistickog skupa,
procjenjuju se osnovni parametri skupa, i to: aritmeticka sredina uzorka x kao naj-
bolja nepristrana procjena matematickog ocekivanja slucajne varijable X i varijan-
ca s?, odnosno (empirijsko) standardno odstupanje s, koje opisuje rasipanje rezulta-

ta, a dano je izrazom:
s= |1 i(x -x)°
n-15"" ’

gdje je x; rezultat i-tog mjerenja, a x aritmetic¢ka sredina n razmatranih rezultata,
ako primjenjujemo statisticke analize za mjerni niz.

Prihvaéanjem statistickih pojmova u geodeziji pri vrednovanju rezultata uz za-
drzavanje pojma pogreske u klasi¢énom obliku i srednje pogreske kao ocjene to¢no-
sti mjerenja, dolazi do mnogih nejasnoca. Tako se npr. u normi DIN 18723/1 (1975)
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oba pojma, srednja pogreska i standardno odstupanje, izjednacuju kao istovjetni.
W. Hoépcke (1980) navodi definicije:
=+ @, n — o, kao srednja pogreska,
n

[Lee S .. . .
m = Q, n # o, kao aproksimativna vrijednost srednje pogreske, a
n

(m) = 1/ [vv]l, n # o, naziva se empirijsko rasipanje ili standardno odstupanyje,
n [—

gdje su ¢ istinite pogreske, a v najujerojainije pogreske.

Dakle, potpuno se zadrzava pojam pogreska mjerenja, ali se za pojam procijenjene
srednje pogreske primjenjuje i naziv standardno odstupanje. Takav ¢emo pristup
nadi i u nasim stru¢nim udzbenicima. Tako se npr. pri opisu pojma srednja po-
greska iznosi (Feil 1989):

“Najvise koristeni kriterij za ocjenu to¢nosti u racunu izjednacenja je sred-
nja pogreska, €iji naziv potjece jos od Gaussa. Teorijski se definira kao:

Osim pravih pogresaka, srednja pogreska moze se ra¢unati i pomocu najvje-
rojatnijih pogresaka, kao:

(m)=+,|——

Isti autor (Feil 1990) navodi:

“Uobicajena mjera preciznosti nekog mjerenja je standardno odstupanje”.
“Stupanj podudaranja ili priblizavanja nekog mjerenja njezinoj pravoj (isti-
nitoj) vrijednosti naziva se tocnost. Kako na to¢nost mjerenja osim slucajnih
pogresaka utjecu i preostale sistematske pogreske, mjera toc¢nosti bit ce
srednja kvadratna pogreska m?, koja je definirana izrazom: m? = E[(X-7)?],
gdje je 7 istinita vrijednost. Na osnovi svojstava o¢ekivanja lako se dobiva:
m? = ¢®+A?, gdje je A preostala sistematska pogreska”.

Da nejasnoca u usporedbi pojmova bude potpuna, Reissman (1983) u svom referatu
na simpoziju Geodétische und Kartographische Tage u Dresdenu, kaze:

“Srednja pogreska m i empirijsko standardno odstupanje s su istog iznosa,
ako se racunaju za isti mjerni niz. Medutim, sadrzajno je znacenje m i s razli-
¢ito, m je priblizna vrijednost istinite srednje pogreske, a s je procijenjena
vrijednost za parametar ¢ osnovnog skupa, m se ra¢una samo iz kontinuira-
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ne razdiobe pogresaka, s se moze odrediti za svako obiljezje kontinuirane ili
diskretne razdiobe. Spoznajemo da se m primjenjuje samo za opis djelovanja
pogresaka, dok s ima S§iru primjenu. Srednja je pogreska poseban slucaj
empirijskoga standardnog odstupanja. Ako se npr. u proizvodnji izradaka
uzima uzorak i mjeri odredena veli¢ina, tada se iz ponovljenih mjerenja na
jednom uzorku dobiva mjerna to¢nost, tj. srednja pogreska m, a iz mjerenja
na viSe komada toc¢nost izrade, tj. standardno odstupanje s. Na osnovi tih
spoznaja €ini se da je najrazumnije oba pojma srednja pogreska i standardno
odstupanje zadrzati jedan uz drugoga. Srednja pogreska kao poseban slucaj
empirijskoga standardnog odstupanja ne moze se jednostavno ukloniti, jer je
i ¢itava tuzemna i inozemna literatura na nju usmjerena. Ne treba, medu-
tim, sprjecavati ni prodor u geodetsko podrucje opéi pojam standardno od-
stupanje, Sto bi bilo pogresno u interesu dobrog razumijevanja s predstavni-
cima drugih struénih podrudja. Bitno je da svaki geodet spozna $to je zajed-
nic¢ko a $to razli¢ito izmedu srednje pogreske i standardnog odstupanja”.

Ve¢ iz ovih nekoliko primjera iz geodetske literature vidimo nesklad tumacenja i
definicija pojmova standardno odstupanje i srednja pogreska i u nasem, geodet-
skom podrudju. O¢ito je da je bilo nuzno te pojmove pojasniti ¢ak i medunarodnim
uskladivanjem, to viSe $to su razlike i primjena razli¢ite terminologije u drugim
struénim podruéjima ucinile takvo stanje neodrzivim u vremenu globalizacije i sve
veée interdisciplinarnosti svih mjeriteljskih znanosti. U teoriji mjerenja uvodi se
npr. novi pojam: mjerna nesigurnost. Mjerenja nisu pogresna vec nesigurna, a nesi-
gurnost rezultata brojéani je iskaz o kvaliteti rezultata mjerenja. No postojali su i
razli¢iti iskazi mjerne nesigurnosti, a najvise je bio primijenjen nacin, prema DIN
1319/3 (1983), pri kojem se nesigurnost rezultata iskazivala dvjema sastavnicama,;
sluéajnom (dane statistickim racunom nepouzdanosti srednje vrijednosti) i sustav-
nom koja se odnosila na procjenu nepoznatih sustavnih odstupanja (Benci¢, Du-
sman 1994). U nas pojam nesigurnosti mjerenja uvodi prof. dr. I. Hercigonja, osni-
vaé Laboratorija za precizna mjerenja Fakulteta strojarstva i brodogradnje u Za-
grebu, no uzima u obzir samo slu¢ajna djelovanja. Za sustavna djelovanja primje-
njuje izraz nepravilnost mjerenja, pa nesigurnost i nepravilnost zajedno predstav-
ljaju neto¢nost mjerenja (Hercigonja 1968).

Sve te raznolikosti u tumacenjima i nesuglasje bili su poticaj za potrebu meduna-
rodnog dogovora u proracunavanju, jednozna¢nom tumacenju i iskazivanju nesi-
gurnosti rezultata u vrlo razli¢itim podruéjima mjerenja, pa i u geodetskim mjere-
njima, kako bi u doba svjetskog trzista bila u cijelom svijetu jednaka metoda pro-
racuna i izrazavanja mjerne nesigurnosti. O tome je veé opsirnije pisano u Geodet-
skom listu (Ben¢ié¢ 1998, a).

Sam pojam dogovor znaci i postojanje razli¢itih misljenja te njihovo uskladivanje.
Stoga ¢e i danas biti kriti¢kih primjedbi, no nuzno je da se u nacelu i geodeti
pridrzavaju dogovora $to je posebno vazno zbog djelovanja na svim podrudjima mje-
riteljstva i geoinformatike.

Medunarodni dogovor $to ga je objavila Medunarodna organizacija za normizaciju
(ISO 1993), prihvaéen od Drzavnog zavoda za normizaciju i mjeriteljstvo i u prijevo-
du objavljen 1995. godine, temelji se na definicijama kao $to su: istinita i ispravljena
vrijednost, pogreska, nesigurnost mjerenja, preciznost i to¢nost mjerenja te standar-
dnog odstupanja kao mjere nesigurnosti. Uvodi se pojam standardne nesigurnosti i
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metoda prora¢una sastavnica nesigurnosti A — vrste (metoda statisticke analize niza
opazanja) i B — vrste. Svaka sastavnica nesigurnosti mora se brojéano iskazati stan-
dardnim odstupanjem i ako su sastavnice iste naravi trebaju se obradivati na isti na-
¢in. To znaci: kad sustavna odstupanja nisu poznata s njima se postupa kao da su
sluc¢ajna u ra¢unanju mjerne nesigurnosti rezultata (Benci¢ 1998, b). Tomu ima pri-
govora u domacoj strucnoj literaturi, no takav je dogovor i ima mnogo prakti¢nih raz-
loga sto je takav i prihvaéen.

Bitno je da je istinita vrijednost veli¢ine definirana kao idealizirani pojam, a po to-
me je i to¢nost mjerenja samo kvalitativan pojam te se i srednja pogreska vise ne
uzima kao kvantitativna mjera tocnosti.

Srednja pogreska u novim normama nije viSe ni definirana, ali se napominje, jo$
1984 god., da se viSe ne treba upotrebljavati (DIN 18709/4 1984).

Na osnovi izvoda iz struéne literature, razmotrena je usporedbena analiza pojmova
srednja pogreska i standardno odstupanje kako bi se uocile razlike u njihovu tuma-
¢enju i njihovu znacenju.

3. Standardno odstupanje u matematickoj statistici

U matematickoj statistici osnovni su parametri statistickog skupa (kolektiva) ma-
tematicko ocekivanje u i varijanca 0%, odnosno standardno odstupanje o. Odstupa-
nja pojedinih vrijednosti od o¢ekivane vrijednosti slu¢ajna su. Uzimanjem uzorka iz
osnovnoga statistickog skupa procjenjuju se osnovni parametri skupa. U matemati-
¢koj statistici dokazuje se da je aritmeticka sredina uzorka najbolja nepristrana
procjena matematickog o¢ekivanja slucajne varijable X.

Ovdje se prikazuje kradéi izvod formule za racunanje standardnog odstupanja uzor-
ka s, kao procjene standardnog odstupanja osnovnog skupa o, prema udzbeniku
prof. Vraniéa (1965), uz upotrebu istih oznaka i nacina izrazavanja:

Neka je o; standardno odstupanje i-tog uzorka, tj.

o =lz(xik -x)% (1)
n-y

gdje je x, srednja vrijednost uzorka.

Uveden je izraz:

s2 :%Z(xik -x%)? (2)

gdje s znaci standardno odstupanje uzorka ra¢unano na sredinu x osnovnog skupa.

U statistickoj teoriji dokazuje se da je prosjecna vrijednost svih moguéih uzoraka
jednaka sredini osnovnog skupa, tj. matematickom ocekivanju varijable X. Prema
tome, taj s mogao bi dati u stanovitom smislu procjenu za standardno odstupanje
osnovnog skupa. Slijedi, prema (2):
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s2=L1 Y [(x, - %) + (5 - DF
nog
2=1YG 52+ 2, 5)E D+ LY (7 -
n ik i n4 ik i i n4 i

Kako je:

Z(xik -%)=0,a

)
D, -0 =nx, - %)%
k
bit ce:
s’=0} +(x, -0 (3)
Iz te formule razabire se da je procjena varijance osnovnog skupa jednaka varijanci
uzorka uvecanoj za (x; — %)2, tj. kvadrat odstupanja svake sredine uzorka od sredine

x osnovnog skupa. Ta velic¢ina bit ¢e u prosjeku jednaka varijanci razdiobe sredina
uzoraka, tj.

2

(x,-x)? =02,
U matematickoj statistici izvodi se za varijancu o2, izraz (Vrani¢ 1965):

N-n o2

S

(o

2
™ N-1 n

’

gdje je:

o - standardno odstupanje osnovnog skupa,
N - broj ¢lanova osnovnog skupa,

n - broj ¢lanova svakog uzorka.

Ako se pretpostavi da je osnovni skup vrlo velik s obzirom na uzorak, moZze se uzeti
da je (N — n)/(N - 1) priblizno jednako 1, pa slijedi:

=— 1ili o0, =—. 4)

2
m

Ta je formula iznimno vazna jer pokazuje odnos standardnog odstupanja razdiobe
sredina o,, prema standardnom odstupanju osnovnog skupa o. Prema tome, formu-
la (3) moze se pisati, uzevsi:
2
_ —\2 2 (o)
(x;, —x)" =0, =—,
n
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u obliku:

2
o
L
n

Ako se uzme procijenjena vrijednost s = ¢, bit ce:

odnosno prema (1):

1 _
si2 = Z(xik - xi)z,

n-1 k

1 _
S :\/n_:l%(xik _xi)2’ (5)

Tako se dobiva standardno odstupanje s kao procjena standardnog odstupanja
osnovnog skupa, koje se izraGunava samo iz elemenata uzorka, a da se ne pozna ni
sredina (ocekivanje) ni standardno odstupanje osnovnog skupa (Vrani¢ 1965). Po-
znavajuéi s mozemo procijeniti i vrijednost standardnog odstupanja razdiobe uzo-
raka s, = s/ Jn.

Navedene su i definicije pojmova varijanca i standardno odstupanje prema statisti-
¢kom rje¢niku ISO 3534 (1977):

Varijanca (slucajne varijable ili razdiobe vjerojatnosti): o¢ekivanje kvadrata usre-
distene slucajne varijable:

V(X)=0%=E{|X - E(X)|*}.

Varijanca (empirijska): mjera rasipanja koja se temelji na srednjoj vrijednosti kva-
drata odstupanja od aritmeti¢ke srednje vrijednosti (x):

2 1 —2
sf=—"—> (x,—X)7,
2.0,

gdje vrijednost (n — 1) izrazava broj prekobrojnih mjerenja.

Varijanca mjernog niza (kao statistickog uzorka) nepristrani je procjenjiva¢ vari-
jance populacije (osnovnog statistickog skupa).

Standardno odstupanje pozitivni je drugi korijen varijance. Standardno odstupa-
nje s procijenjena je vrijednost standardnog odstupanja kolektiva o ra¢unana iz
uzorka i naziva se empirijsko standardno odstupanje ili eksperimentalno standar-
dno odstupanje.
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4. Srednja pogreska u teoriji pogreSaka

Srednja pogreska prema C. F. Gaussu definirana je kao kvadratni korijen srednje
vrijednosti sume kvadrata istinitih pogresaka.

U praksi je broj mjerenja neke veli¢ine ogranicéen. E. Gotthardt (1968) kaze:

Ako su sva mjerenja jednake to¢nosti i moze se smatrati da se jednako pojav-
ljuju i pozitivne i negativne pogreske, tada je na osnovi simetrije jednostavna
aritmeticka sredina svih opazanih vrijednosti najujerojatnija vrijednost.

Ako je X istinita vrijednost mjerene veli¢ine, a X najvjerojatnija njezina vri-
jednost odredena kao aritmeticka sredina, tada treba razlikovati istinite po-
greske ¢ 1 najyjerojatnije pogreske v, odrediti njihovu vezu i srednju pogres-
ku ra¢unanu iz najvjerojatnijih pogresaka.

Oznadi se razlika istinite vrijednosti X i aritmetic¢ke sredine X sa A, tj.

A = X - X, odnosno

X = X + A, aisto tako i

istinita pogreska: — ¢, = x;, - X, i

najvjerojatnija pogreska: — v; = x; — X, (6)
slijedi i: ¢; = v; + A.

Zbroj je istinitih pogresaka u mjernom nizu, uz [v;] = 0:

[e] = n-A. @)

Uzme li se zbroj kvadrata istinitih pogresaka, uz oznake prema Gaussu, do-

bije se:

lee] = [vv] + 2[v] A + n- A% uz [v] = 0:

[ee] = [vv] + n - A%, (8)
n n

Taj izvod, uz razlike u oznakama, nalazi se u mnogim udZbenicima teorije pogresa-
ka (npr. Jordan-Eggert 1931, Cubranié 1967, Klak 1986). Uz definiciju srednje po-
greske po Gaussu, bit ¢e prema (8):

n

+ A2, 9)

Veé se tu moze uociti analogija, po obliku, s formulom (3) ali i znacajna razlika u tu-
macenJu Naime, s je procjena standardnog odstupanja osnovnog skupa, a m sred-
nja pogreska prema Gaussu. Clan (%, - x)? = =0, varijanca je razdiobe sredina uzo-
raka, a A = [el/n je istinita pogreska arttmetzcke sredine (Cubrani¢ 1967).

Veli¢ina A = X - X = [el/n (v. formulu 7). u nacelu moze biti:
a) sluéajna,

b) sustavna.
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a) Prvi slucaj pripada potpuno podruéju Gaussove teorije sluéajnih pogresaka. Ako
u mjerenjima postoje samo slucajne pogreske vrijedi:

[e]? = [ee]. (10)

Ta znacajna relacija u teoriji sluc¢ajnih pogresaka slijedi iz razvoja:

2 _ 2_ .2, .2 2
[e]” =(e; + &g+ .t e,)" =e] +eg+ ...+, +2eey + e85 +...+ €, 1€,).

Kako u slucaju dovoljnog broja neovisnih mjerenja uz slucajne pogreske suma mje-
Sovitih produkata ¢;¢; tezi nuli, to slijedi: [e]? = [€?] = [ee], a to je formula (10).

Uzme li se Gaussova definicija srednje pogreske:

fec]

>

n
na osnovi formule (10), slijedi:

n  n’
odnosno [¢]=m+/n, pa ée biti:

Taj izvod nalazi se u ovom ili sliécnom obliku u svim udzbenicima teorije pogresaka,
a pokazuje kako se moZe, prema prof. Cubraniéu (1967), “zamijeniti istinitu po-
gresku aritmeticke sredlne sa srednjom pogreskom aritmeticke sredine”, dok npr.
E. Gotthardt (1968) ispravno kaze da se istinita pogreska [e]/n procjenjuje izrazom

2 2
Uvrsti li se, prema formuli (11), izraz Q =A2=""_ 4 formulu (9), dobije se:
n? n
2
m? = @+— odnosno
n n
m =+ |12 (12)
n-1

Time je dobivena poznata formula za srednju pogresku ra¢unana na osnouvi pozna-
tih najujerojatnijih pogresaka kao procjena istinite srednje pogreske.

Usporedi li se ovaj izvod s izvodom standardnog odstupanja (formula 5) vidi se ana-
logija, ali nedostaje onaj jasan zor koji daje statisticka analiza. To vise $to se ne isti-
¢e da je srednja pogreska izrazena formulom (12) procjena srednje pogreske neogra-
ni¢enog mjernog niza definirana prema Gaussu (v. Cubranié¢ 1967, Feil 1989), a ko-
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jiizraz tek daje jasno znacenje ra¢unane srednje pogreske mjernog niza. Da nespo-
razumi u tumacenjima budu jos$ veéi, W. Hopcke (1980) izraz (12) naziva i stan-
dardnim odstupanjem. A u DIN normi 18723/1 (1975) navodi se ¢ak termin “stan-
dardno odstupanje mjerne vrijednosti”. Taj ¢e se izraz ponavljati i u kasnijoj struc-
noj literaturi.

b) Odstupanje istinite vrijednosti od aritmeti¢ke sredine je sustavno.

U mjerenjima su neizbjezno prisutne i sustavne pogreske koje dolaze do izrazaja to
vise $to su mjerenja preciznija. Mjerenja su podvrgnuta djelovanju utjecajnih velici-
na, ¢esto promjenjivih, uz nagle ali i vrlo spore promjene. U toj sloZenosti sustavnih
djelovanja nemogude je odvojiti sva sustavna odstupanja od sluéajnih kako bi se
ispravio rezultat za iznos poznatih sustavnih odstupanja. Koliko god pazljivo otkri-
vali sustavna odstupanja, uvijek ostaju i neotkrivena ili nepoznata po veli¢ini od-
stupanja koja imaju odredeni predznak. Stoga ne mozemo opcéenito pretpostaviti da
su pogreske mjerenja raspodijeljene prema zakonima sluéajnih pogresaka kao $to je
to prema osnovama Gaussove teorije pogresaka. S teoretskog stajalista djelovanje
sustavnih pogresaka ¢ée se oCitovati u razlici izmedu sredine neizmjernog broja mje-
renja i istinite vrijednosti veli¢ine. Statisti¢kim rjeénikom, oéekivana vrijednost u
razlikuje se od definirane istinite vrijednosti X, §to znaci da postoji razlika A = u - X.

Time je definirana sustavna pogreska mjerenja ako se uzme u obzir da je A prosjec-
na vrijednost pojedinih sustavnih pogresaka, tj.

:A1+A2+...+An.

n

A

Promotrimo izvedene formule (8) i (9):

n n

A2

S obzirom na to da su u tom razmatranju pogreske mjerenja v slucajna odstupanja
od oc¢ekivane vrijednosti neizmjernog broja mjerenja, to veli¢ina [vv]/n odgovara va-
rijanci osnovnog skupa o2, pa slijedi:

m?=0%+ Az,
m=vo? + AZ,

Time je obrazlozen opéi izraz za srednju (kvadratnu) pogresku na osnovi rasipanja
pogresaka mjerenja kao odstupanja od istinite vrijednosti a koji nalazimo u teoriji
pogresaka. Neki autori tu srednju pogresku nazivaju i ukupnom ili totalnom sred-
njom pogreskom.

Prakti¢na primjena te formule kao kvantitativne mjere toénosti nema znacenja jer
je velic¢ina sustavne pogreske A veéinom neodrediva, i to ne samo zbog problema
procjenjivanja nepoznatih sustavnih djelovanja veé i zbog neodredenosti istinite
vrijednosti velicine.
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Zbog toga je primjena srednje pogreske kao kvantitativne mjere napustena, a uvo-
denjem opcéenitog pojma mjerna nesigurnost, za svaki kvantitativni proracun nesi-
gurnosti osnovna je mjera standardno odstupanje.

U tom svijetlu promotrimo jo$ jednom, kao primjer, ve¢ navedenu konstataciju
Reissmana (1983) da se “iz ponovljenih mjerenja na jednom uzorku dobiva mjerna
toc¢nost, tj. srednja pogreska m, a iz mjerenja na viSe komada to¢nost izrade, tj.
standardno odstupanje s”. U jednom i drugom slucaju odreduje se standardno od-
stupanje s, i to pri ponavljanju mjerenja na jednom uzorku ispituje se nesigurnost
(preciznost) mjerenja iskazana standardnim odstupanjem s,,, a pri mjerenju na vi-
$e komada odreduje se ukupna nesigurnost (uzrokovana nesigurno$éu mjerenja i
netocnosti izrade) i iskazuje standardnim odstupanjem s,. Preciznost izrade proci-
jenit ée se standardnim odstupanjem s;:

_ .2 _ .2
S, =Sy — S, -

Iz tog primjera jasno se vidi kako se izraz to¢nost olako i nepotrebno upotrebljava a
isto tako i srednja pogreska kao mjera kvantitete. Ako je npr. izradak plan-paralel-
na ploca odredene debljine, ocito postoji i nesigurnost odredenja same mjerne veli-
¢ine (debljina), npr. na kojem mjestu ploce (da li samo u sredini ili po ¢itavoj ploéi?).
Osim toga dimenzije plo¢e mijenjaju se djelovanjem vanjskih sila (npr. pritisak pri
kontaktnom mjerenju) ili pri djelovanju utjecajnih veli¢ina (npr. promjena tempe-
rature). Sto bi u tom slucaju bila toénost izrazena srednjom pogreskom kao mjerom
kvantitete?

5. Zakljucak

Veé u ovom kratkom pregledu razlika u terminologiji i tumacéenju osnovnih pojmo-
va pri vrednovanju rezultata mjerenja vidi se opravdanost razloga zbog kojih je
skupina istaknutih stru¢njaka proucavala i donijela “Upute za iskazivanje mjerne
nesigurnosti” (1993) u kojima je definiran pojam nesigurnosti mjerenja, koji bi se
podudarao s naravi mjerenja kao prakti¢ne djelatnosti i sa sredstvima kojima se ne-
sigurnost nuzno mora procjenjivati. Ta sredstva ne ukljuc¢uju nikakvo znanje o
“istinitoj vrijednosti” mjerene veli¢ine i ne daju bilo kakav uvid u takvu vrijednost,
osim u onoj mjeri u kojoj je ispravljeni mjerni rezultat njezina najbolja procjena
(Emerson 1998).

Prema tome, definiran je pojam mjerne nesigurnosti kao parametar razdiobe vjero-
jatnosti vrijednosti koje se mjerenjem mogu razumno pripisati mjerenoj veli¢ini,
ukljucujuéi u njezinu sredistu dobivenu najbolju procjenu. Takva procjena ne
ukljucuje znanje o istinitoj vrijednosti mjerene velic¢ine ali ¢e se stru¢nim mjerenji-
ma u rezultatu osigurati njezina blizina, a §to je bitno, u uyjetima ponovljivosti
moze se obaviti istom nesigurnosti i iskazati na jednak nadcin.

Moze se zakljuditi da je Medunarodni dogovor vazan ne samo za struku nego i u od-
nosu medu razli¢itim strukama kojima su u osnovi mjerenja, radi ne samo jedin-
stvene terminologije veé¢ i normiranog iskazivanja rezultata. U tome ima temeljno
znacenje:
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1. jedinstveno izrazavanje mjerne nesigurnosti standardnim odstupanjem,

2. jednak tretman svih sastavnica nesigurnosti kao sluéajnih varijabli, zbog zna-
¢ajnih pojednostavnjenja procjene pojedinih sastavnica nesigurnosti i ra¢unanja
ukupne nesigurnosti rezultata posrednih mjerenja, obuhvacajuéi time i sustav-
na djelovanja bez obzira na nepoznavanje istinitih vrijednosti, odnosno pogresa-
ka kao istinitih odstupanja.

Takav jedinstveni pristup nacinu iskazivanja mjernog rezultata ne iskljucuje speci-
fiéne analize i proracune svojstvene nekim mjernim podrucjima. No terminolosko
je uskladivanje nuzno. Kada veé duljine mjerimo i mjerne nesigurnosti izrazavamo
u nanometrima, ne mozemo, u doba nanooptike i nanotehnologije, govoriti o po-
greskama mjerenja, o slu¢ajnim i sustavnim pogreskama, o srednjoj pogreski i iska-
zivanju to¢nosti mjerenja na nacine s pocetka XIX. stoljeca.
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Meaning and Comparison Analysis
of the Terms Mean Square Error
and Standard Deviation

ABSTRACT. The paper presents the brief historical review of developing the measu-
res for assessing the quality of measurements and results with special reference to
comparison analysis of the terms “standard deviation” and “mean square error” ac-
cording to the international agreement for expressing the uncertainty in measure-
ment where the standard deviation has been adopted as the basic measure of the un-
certainty of results.

Keywords: error, deviation, mean square error, standard deviation, uncertainty of
measurement.
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