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Sazetak

U ovom radu dajemo nekoliko karakterizacija 2 X 2
kompleksnih matrica traga nula, koje se temelje na Hamilton-
Cayleyjevom teoremu.

1 Uvod

Oznatimo s M, (C) algebru svih kompleksnih kvadratnih matrica reda
n, a s I jediniénu matricu reda n. Trag matrice A = (a;;) € M,(C), u
oznaci tr A, definira se kao zbroj njezinih dijagonalnih elemenata;

n
trd = Z -
i=1

Preslikavanje A — tr A je linearan funkcional na prostoru M, (C), tj.
vrijedi
tr(aAd + BB) = atr A+ ftr B
zasve A, B € M,(C) i sve a, 8 € C. Takoder, za A, B € M, (C)
vrijedi
tr(AB) = tr(BA), trAT =trA, trA*= tr A,

gdje smo s AT oznadili transponiranu, a s A* adjungiranu matricu
matrice A. Unitarno sli¢ne matrice imaju isti trag, tj. za svaku
unitarnu matricu U € M, (C) vrijedi

tr(U*AU) = tr A.

Prema teoremu o Schurovoj dekompoziciji (\cite[teorem 3.3]{Z}), za
svaku matricu A € M, (C) sa svojstvenim vrijednostima

A1, A2, ..., A, postoji unitarna matrica U € M, (C) takva da je

U* AU gornjotrokutasta matrica ¢&iju dijagonalu &ine svojstvene
vrijednosti od A; piSemo

)\1 *
U*AU =
0 An

Uocimo da je trag matrice jednak zbroju njezinih svojstvenih
vrijednosti.



Poznato je da je svaka n X n kompleksna matrica traga nula unitarno
slicna matrici ¢ija je glavna dijagonala sastavljena od samih nula ([7]).
Takoder, karakterizacija takvih matrica moguéa je u terminima
komutatora ([1, 12]). Prisjetimo se, A € M, (C) je komutator ako

postoje matrice B, C € M,,(C) takve da je A = BC — CB. Dakle, u
opcenitom slucaju vrijedi sljededi rezultat (Ciji dokaz se moze nadiiu

[5D).

Teorem 1. Za A € M, (C) sljede\ ce tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:
(a) tr A = 0;
(b) A je komutator dviju matrica;
(c) postoji unitarna matrica U € M,,(C) takva da su svi dijagonalni
elementi matrice U* AU jednaki nuli.

U ovom radu dajemo nekoliko karakterizacija kompleksnih matrica
traga nula koje su svojstvene samo matricama reda 2. Ove su
karakterizacije dobivene uz pomo¢ Hamilton-Cayleyjevog teorema,
koji se smatra jednim od najznacajnijih rezultata u linearnoj algebri. O
raznim interesantnim primjenama ovog teorema na kvadratne matrice
reda 2 (npr. pri rjeSavanju binomnih matri¢nih jednadZzbi, Pellovih
diofantskih jednadzbi, pri odredivanju opcih ¢lanova nizova definiranih
pomocu sustava linearnih rekurzivnih re\-la\-ci\-ja, pri racunanju
potencija matrica reda 2 u terminima njihovih elemenata i svojstvenih
vrijednosti i dr.) zainteresirani Citatelj moze viSe pronaci u [10] (v.
takoder [9]).

2 Rezultati

Karakteristi¢ni (svojstveni) polinom matrice A € M, (C) definira se
kao

ka(\) = det(AT — A),

gdje smo s det(+) oznadili determinantu matrice. Karakteristi¢ni
polinom k4 ima n kompleksnih nultoéaka, i to su karakteristi¢ne
(svojstvene) vrijednosti matrice A. Za kvadratnu matricu

a b
c d
karakteristicni polinom glasi

ka(A) = det(AI—A):‘/\_a b

—c A—d
= M —(a+d)A+ad—bc
A2 — (tr A)X + det A.

‘:(/\—a)(/\—d)—bc

Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu svaka kvadratna matrica
ponistava svoj karakteristi¢ni polinom; stoga vrijedi

A% — (tr A)A + (det A)I = 0. (1)
Odavde direktno slijedi jedna karakterizacija 2 X 2 matrica traga nula:

trA=0< A% = —(det A)I. )



Za kvadratnu matricu A kazemo da je nilpotentna ako je AF =0 za
neki k € N. Nilpotentna matrica je singularna. Zaista, ako je A* =0
za neki k € N, tada je prema Binet-Cauchyjevom teoremu

0 = det(A*) = (det A)* pa je det A = 0. Sljede¢i rezultat pokazuje
da su nilpotentne matrice jedine singularne matrice reda 2 koje imaju
trag jednak nuli.

Teorem 2. Ako je A € My (C) singularna matrica, tada su sljedece
tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(a)tr A = 0;

(b) tr(A?) =

(c) A? =

(d) postoji k € N,k > 2, tako da je A¥ = 0.

Dokaz.. (a)&>(c) slijedi iz (2). Prema (1) imamo A2 = (tr A)A pa
djelujuci na tu jednakost funkcijom traga dobivamo tr(A?) = (tr A)?
te Je stoga (a)<>(b). Jasno je da (c) povlaci (d). Obratno, neka je

A¥ =0 za neki k € Nk > 2. 1z A? = (tr A) A induktivno se dobije
A* = (tr A)*~1 A pa slijedi (tr A)*"1 A = 0 odnosno tr A = 0 i stoga

A? = 0. Time smo pokazali (c)<>(d), &ime je teorem dokazan. |

Za matricu A € M, (C) kazemo da je skalarna ako je A = AI za neki

A € C. za neskalarne matrice reda 2 vrijedi i neka vrsta obrata
Hamilton-Cayleyjevog teorema.

Teorem 3. \cite[teorem 2.6]{PF} Neka je A € My(C) te a, 8 € C

takvi da je A2 — oA + BI = 0. Ako A nije skalarna matrica, onda je
trA=aidetA=g.

Dokaz.. Prema pretpostavci i prema (1) vrijedi
(a —tr A)A = (B —det A)I. (3)

A
Ako je tr A # «, onda je A = —det

je kontradikcija s pretpostavkom. Prema tome, tr A = « pa prema (3)
slijedi det A = B. |

I tj. A je skalarna matrica, $to

Sada imamo jos$ jednu karakterizaciju (neskalarnih) 2 x 2 matrica
traga nula.

Korolar 4. Ako A € My (C) nije skalarna matrica, tada su sljedece
tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(a) tr A = 0;

(b) A? je skalarna matrica.
Dokaz.. (a)=-(b) slijedi iz (2).

Pretpostavimo sada da vrijedi (b). Tada je A> = —BI za neki 3 € C.
Prema teoremu 3 vrijedi tr A = 0 (i det A = ). [ ]

U nastavku dajemo karakterizaciju 2 X 2 kompleksnih matrica traga
nula u terminima Robertsove okomitosti. U tu svrhu najprije uvedimo
pojmove koji ¢e nam za to trebati.

U kompleksnom unitarnom prostoru (X, (-, -)) uobi¢ajeno je okomitost



dvaju vektora x,y € X definirati pomocu skalarnog produkta: L y
ako je (z,y) = 0. Ako je || - || norma inducirana tim skalarnim
produktom, tj.

2]l = 4/ (2,2) (z € X),

onda se okomitost dvaju vektora unitarnog prostora X moze na
razli¢ite nacine iskazati u terminima te norme. Jedna mogucnost je
(z,y) =0< |z + Ayl = |lz — Ay|| VA eC.
Zaista, kako je
lz+ M2 = (z+Ay,z+ \y)
(z,2) + A(z,9) + Ay, @) + A (3,9)
= |l2[* + 2Re(A(z, ) + |A[*ly]”

te
lz = Ay|l® = [l2]* — 2Re(M(z, ) + [Allll?,

to je ||z + Ay|| = ||z — Ayl za svaki A € C ako i samo ako je
Re(A(z,y)) = 0 za svaki A € C. Sada je jasno da (z,y) = 0 povlati
llz + Ay|| = [|& — Ay|| za svaki A € C. Obratno, ako je

llz + Ayl = ||z — Ayl za svaki A € C, onda se izborom A = 1 dobije
Re(z,y) = 0 dok A = i daje Re(i(z,y)) = 0 odnosno Im(z,y) = 0.
Prema tome, (z,y) = 0.

Stoga je smisleno okomitost u proizvoljnom kompleksnom
normiranom prostoru (X, || - ||) definirati na nacin da su vektori

z,y € X okomiti ako je ||z + Ay|| = ||z — Ay|| za svaki A € C. Takvu
definiciju okomitosti dvaju vektora uveo je D. B. Roberts 1934. godine
u radu [11]. U daljnjem ¢emo Robertsovu okomitost dvaju vektora
x,y € X oznadavati s x L y. Iz definicije Robertsove okomitosti
jasno je da je ovaj tip okomitosti:

1. nedegeneriran: ¢ Lp x < x = 0;

2. homogen:  Lg y = ax L By zasve a,B € C;

3.simetrian: ¢ lpy <y Lg x.
Medutim, za razliku od okomitosti inducirane skalarnim produktom,
Robert\-so\-va okomitost nije aditivna, tj. izz Lrp yix Lg z ne
slijedi nuznoz Lg (y+ 2), teistotako izz Lg yiz Lg y ne slijedi
nuzno (:13 + z) 1 R y. Ovaj tip okomitosti opéenito ne zadovoljava
svojstvo egzistencije, u smislu da za svaka dva vektora z,y € X
postoji A € C sa svojstvom z L g (Az + y). Vise o tome zainteresirani
Citatelj moze nadi u npr. radu [3].

Znamo da je prostor MH(C) kompleksnih kvadratnih matrica reda n
unitaran uz skalarni produkt definiran kao

(4, B) := tr(B*A) (A, B € M,(C)).

Matri¢na norma || A = (tr(A4*A))Y/2? na M, (C) inducirana tim
skalarnim produktom naziva se Frobeniusova norma (odnosno Hilbert-
Schmidtova nor\-ma). U tom (unitarnom) prostoru se okomitost dviju
kvadratnih matrica iskazuje u terminima traga:

A1l B <& tr(B*A) =0.

Stoga je i matrice traga nula moguce okarakterizirati u terminima
okomitosti inducirane ovim skalarnim produktom. Naime,

trA=0< AL (4)



Prostor Mn((C) je normiran (ali ne i unitaran) s obzirom na matri¢nu

(ope\-ratorsku) normu induciranu euklidskom normom na prostoru
C". Naime, na unitarnom prostoru C" snabdjevenom skalarnim
produktom

n
(iE, y) = Z wiﬂiv
=1

gdiesuz = (1,...,2Z),y = (Y1,-..,Yn) € C", euklidska norma
vektora z = (z1,...,2,) € C" definira se kao

ol = /(2,2) = (ilmz)%.

Preko standardne ortonormirane baze prostora C", algebra M, (C)
poistovjecuje se s algebrom B(C") svih linearnih ope\-ra\-to\-ra koji
djeluju na C™. Pritom vektore prostora C" pisemo kao jednostupéane
matrice. Na M, (C) uvodi se matri¢na (operatorska) norma inducirana
euklidskom normom na C";

IA]l = max [Az[| (A € M, (C)).

Ovako definirana matri¢na norma je unitarno invarijantna, tj.
lUAV|| = || A|| za sve unitarne matrice U,V € M, (C). Ova norma

ima svojstvo konzi\-stentnosti (submultiplikativnosti), tj. vrijedi
|AB| < ||A|| | B|| za sve A, B € M,,(C). Osim toga, ||A*|] = ||A] te

|A*A|| = || A||? za sve A € M,,(C).

Oznatimo sa o(A) spektar matrice A € M, (C), tj. skup svih njezinih
svoj\-stve\-nih vrijednosti, a s p(A) spektralni radijus matrice A;

p(A) = max{|A|: A€ o(A)}.
Op¢enito vrijedi p(A) < ||A||. Ako je A normalna matrica (tj. vrijedi
A*A = AA*), onda je p(A) = ||A]|.

Kvadratna matrica A je pozitivno semidefinitna ako je A hermitska (tj.
A* = A) te ako su sve njezine svojstvene vrijednosti nenegativne.
Norma pozitivho semidefinitne matrice jednaka je njezinoj najvecoj
svojstvenoj vrijednosti. Ako je A € My(C), tada su svojstvene

vrijednosti matrice A nultodke svojstvenog polinoma
kg(A) = A2 — (tr A\ + det A,

a to su brojevi

A2 = %(trA:l: \/tr2(A) — 4detA) .

Stoga je norma pozitivno semidefinitne matrice A € My (C) jednaka

14| = %(trA +/6r(4) — 4det A) . (5)

Bududi da je matrica A* A pozitivho semidefinitna, norma te matrice
moze se racunati pomocu (5). Kako je ||A]|? = ||A*A||, to se norma
proizvoljne kompleksne matrice reda 2 takoder rac¢una primjenom
formule (5), tj. vrijedi

A2 = %(tr(A*A) £ (474) — 4det(A4°4)) (A€ Mu(C)).



Na normiranom prostoru M, (C) snabdjevenom operatorskom
normom, moze se promatrati Robertsova okomitost dviju matrica:

A 1R Bakoje ||A+ AB|| = ||A — AB]J| za svaki A € C. Zanima nas
moze li se 2 X 2 matrice traga nula i u ovom sluéaju, kao Sto je to u
slu¢aju unitarnog prostora Mz((C) (v. (4)), okarakterizirati u

terminima Robertsove okomitosti. Odgovor je potvrdan, kao sto
pokazuje sljedeci teorem. Teorem je dokazan u radu [2] (v. takoder
[3]), gdje je proudavana Robertsova okomitost elemenata C'*-algebri.
(Citatelja upucujemo na [4, 6, 8] kao osnovnu literaturu o
C*-algebrama.) Ovdje dajemo alternativni (algebarski) dokaz u
jednom posebnom sluéaju, tj. za elemente C* -algebre kompleksnih
matrica reda 2, a koji se temelji na Hamilton-Cayleyjevom teoremu.

Teorem 5. Za A € M, (C) sljedele tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a)tr A = 0;
(b)A Lg I

Dokaz.. Oznadimo
Tn=(A+X)*"(A+XI) (AeQ).

Tada je T pozitivho semidefinitna matrica te prema (5) vrijedi

1
J4+ A2 = |10 = 5 (trTA + \/trZ(TA) — 4det TA) 6)

(a)=(b) Pretpostavimo da je tr A = 0. Prema teoremu 1 postoji
unitarna matrica U € M, (C) takva da su svi dijagonalni elementi

matrice U* AU jednaki nuli. Buduéi da je operatorska norma unitarno
invarijantna, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je A

matrica oblika
0
A= @
b 0
za neke a,b € C. Tada je

- (X E) <,\ a> A2+ (B> Aa+ b
A = — = _ .
a AxJ\b A Aa+Ab AP+ af?

Stoga je
tr Ty = 2(A° +|a)® + b,
det Ty = (A4 [BP)(A +al?) — (Aa + Ab)(Aa + Ab)
=AY+ [a*[p]?> — X>ab — A\2ab,

pajetrTy =trT_, idetT) = detT_, za svaki A € C. Prema (6)
zakljuujemo da je ||A + M| = ||A — AI|| za svaki A € C, ;.
Algpl

(b)=-(a) Pretpostavimo da je A Lr I. Prema teoremu o Schurovoj
dekompoziciji postoji unitarna matrica U € Mz((C) takva da je matrica
U* AU gor\-njo\-tro\-kutasta. Zbog unitarne invarijantnosti
operatorske norme bez sma\-nje\-nja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da je A matrica oblika

a=(5 )



za neke a,b,c € C.

(i) Razmotrimo najprije slu¢aj b = 0. Tada je A dijagonalna matrica pa
je

|A + M| = max{|a + A|,[c + A}
Stoga je A L I ekvivalentno uvjetu

max{|a + A|, [c+ Al} = max{|la — A|,|c = A]} (AeC)y)

Uvrstimo li u (7) redom A = —a,A = —c i\ = %(a + ¢), imamo
la—c|] = max{2|a|,|a+ cl|},
la —c] = max{2|c|,|a+ |},
la —c] = max{|3a+c|,|a+ 3c|}.

Pretpostavimo najprije da je |a — ¢| = |a + ¢|. Tada je Re(ac) = 0 pa
je

13a+c|®> =9]al® + [c|?, |a+3c]® = |al* +9|c.
Kako je [3a + ¢| < |a — ¢|, slijedi 9]al® + |c¢[* < |a|* + |c|* pa je

a = 0. Takoder, iz |a + 3¢| < |a — ¢| slijedi |a]* + 9]¢)* < |a]* + |¢|?
pa je ¢ = 0. Zaklju¢ujemo da je tr A = 0.

Uzmimo sada da je |a — c| # |a + c|. Tada je |a — ¢| = 2|a| = 2|c|.
Stoga je

4laf® = |a —c* = |af* + |c|* — 2Re(ac) = 2|a]® — 2Re(ac)

pa je |a|> = —Re(ac). zapi&imo a = |ale™ i ¢ = |ale™, pri &emu su
@, € R. Tada je ac = |a|?¢® ) pa iz
la|* = —Re(aé) = —|a|* cos(p — ) slijedi cos(p — ¥) = —1. Tada
jep—yY=mpajec=—a,tj.trA=0.

(ii) Razmotrimo slucaj b = 0. Tada je

. atX 0 <a+>\ b ) a4+ A b(a+ \)

A= — - = _ .
b c+A 0 c+A bla+A) |b)* + e+ A)?

Prema (6), A L g I je ekvivalentno uvjetu | 1| = || 7| za svaki

A € C, odnosno uvjetu

trTy —trT_ ) = \/trZ(T_)\) —4detT ) — \/trQ(T)\) —4detT), (A €Q),

odakle se kvadriranjem ove jednakosti dobije

trTatr Ty — 2det Ty — 2det Ty = \/tr2(T_,\) ~ 4det T_,\\/trQ(T,\)  4det Ty
te zatim ponovnim kvadriranjem slijedi
(det T\ — det T))? = (trT_y — tr Ty )(det T_xtr Ty — det T\t87_»)
za svaki A € C. Uo&imo da je za svaki A € C
tr Ty = |a+ A+ [c+ AP + b, 9)

det Ty = |a + A|c + A% (10)



Uvrstimo li A = a i A = ¢ redom u (8), koristenjem izraza (9) i (10)
dobije se

4 4 2 2 2 2 2 2
4a*la + ' = (4lal* +|a +c” — |a — c[*)|a*|a + | (J]a — A1y b),
dlel"la+cf' = (dle]* + la+cf* —|a —c[*)|e[*la + ¢ (Ja — qff2y [B]°).

Pretpostavimo da je a + ¢ # 0. Pokazat ¢emo da ta pretpostavka
dovodi do kontradikcije.

Ako je a = 0, tada iz (12) slijedi |c|6|b|2 = 0 pa zbog b # 0 imamo
¢ = 0. No, to je u suprotnosti s pretpostavkom a + ¢ # 0.

Sliéno, ako je ¢ = 0, tada iz (11) slijedi |a|6|b|2 = 0 pa zbog b # 0
imamo a = 0. No, to je takoder u suprotnosti s pretpostavkom
a+c#0.

Prema tome, a # 0,c # 0,a + ¢ # 0, paiz (11) i (12) imamo
dla*la+cl* = (4lal’ + |a +cf* = |a — c*)(la — c” + |uE3)
dlcfla+c? = (4lef* +la+c” — la—c|*)(la — cf* + [b1W)

Odavde slijedi

2

lal>  4lal® +]a+c)* —|a—c]?

2 )

2

|| 4|c|2 + |a+ c|2 —la—¢|

odnosno
ja*(4lel® +la + ¢’ —|a—cf*) = le[*(4la* +|a +c* — |a — ),
Sto je ekvivalentno s
(laf* = le*)(Ja + ¢|* —|a—¢]*) = 0. (15)

Kada bi vrijedilo |a + ¢| = |a — ¢|, tada bi iz (13) slijedilo b = 0 $to je
u suprotnosti s nasom pretpostavkom. Prema tome, |a + c| # |a — ¢|
pa iz (15) slijedi |a| = |c|. Tada se uvrstavanjem A = ai u (8) te
nakon sredivanja dobivenog izraza dobije |b|*Im?(aé) = 0, odakle
zbog b # 0 slijedi Im(a¢) = 0. Prema tome, ac € R. Zapisimo

a = |a|e? te c = |a|e pri ¢emu su p,9 € R. Tada je

ac = |a|?¢!®*¥) pa zbog aé € R slijedi sin(p — ¥) = 0. Zato je
= ilip = ¢ — m. Kako slu¢aj ¥ = ¢ — 7 vodi na ¢ = —a $to je u
suprotnosti s nasom pretpostavkom, zaklju¢ujemo da je 1) = ¢

odnosno ¢ = a. Tada iz (13) slijedi |b]* = 2|a|*. Uvrstimo Ii A = %a u
(8), nakon sredivanja dobivenog izraza imamo a = 0, a vidjeli smo da

je to u suprotnosti s naSom pretpostavkom a + ¢ 75 0.

Zaklju¢ujemo da pretpostavka a + ¢ # 0 vodi do kontradikcije, pa je
stoga a + ¢ = 0, odnosno tr A = 0. Time je teorem dokazan. |

Karakterizacija matrica traga nula opisana u teoremu 5 opcenito ne
vrijedi za matrice reda veceg od 2, kao $to pokazuju sljedeci primjeri.



Primjer 6. Neka je n € N,n > 2, te neka je A = (a;;) € M, (C)
dijagonalna matrica s elementima na glavnoj dijagonali
a1 = —1l,a99 = - -+ = ap, = 1. Tada vrijedi

|4+ AJ| = max{|L — A, 1+ A}, |4 — A|| = max{|1 + Al,[1 = Al},

paje||A+ M| = ||A— M| zasvaki X € C, tj. A Lg I. Uo&imo da
jetrA=n—2+#0.

Primjer 7. Neka je n € N,n > 2, te neka je A = (a;;) € M,(C)
dijagonalna matrica s elementima na glavnoj dijagonali
a1 =1 —n,ay = -+ = ay, = 1. Tada je tr A = 0. Kako je

[A+1]| = max{2,n — 2}, [[A—I||=n,

to je ||A+ I|| # ||A — I|| za svaki prirodni broj n > 2, pa
zaklju¢ujemo A [ g I.

Na kraju dajemo karakterizaciju 2 x 2 regularnih kompleksnih matrica
traga nula u terminima Robertsove okomitosti.

Teorem 8. \cite[lema 2.1]{PF} Za regularnu matricu A € M, (C)
vrijedi

1 trA
41— A A1 — _
detA ((br ) ), tr det A

Dokaz.. Pomnoze li se obje strane jednakosti (1) s A‘l, dobije se

A— (tr A)T + (det A)A™ =0,

odnosno
Do (A - A). (16)
det A
Djelujemo li tragom na (16), dobije se
trA™! = ﬁ((trA)(trI) —trd) = %,
¢ime je tvrdnja dokazana. n

Ako je A € M (C) regularna matrica, tada iz teorema 8 slijedi

trA=0< trA ! =0. (17)
Jasno je da (17) ne vrijedi opéenito za matrice reda veceg od 2.

Iz (17) i teorema 5 direktno dobivamo sljededi rezultat za regularne
matrice reda 2.

Korolar 9. Ako je A € My (C) regularna matrica, tada su sljedece
tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(a) tr A = 0;

(b)tr A™1 = 0;

(c) A 1y I;

(d) A1 Lp 1.
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