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Sazetak. U ovom c¢lanku izlazu se osnove Kvazi Monte Carlo metode,
kojom se generiraju tzv. kvazislu¢ajni brojevi. Ona je sasvim
deterministicke prirode, ali ime, motivaciju i korisnost dijeli sa svojom
poznatijom, stohastickom varijantom — Monte Carlo metodom.
Upoznat ¢emo se s teorijskim aspektima teme, koji se uglavnom ticu
pojmova ekvidistribuiranosti i diskrepancije, kao i s najvaznijom
primjenom metode, za numericko integriranje funkcija. (Ovaj ¢lanak je
izraden na temelju diplomskog rada jednog od autora [9].)

1 Slucajni, pseudoslucajni i kvazislucajni
brojevi

Stavimo pred Citatelja poznato trik-pitanje koje provjerava nase
poimanje “sluc¢ajnosti”.

e Koji od kvadrata na slici 1 je ispunjen konacnim nizom slucajno
generiranih tocaka?
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Slika 1: Pseudoslucajni niz to¢aka (lijevo) i kvazislucajni niz tocaka
(desno).

Lako moze zavesti Cinjenica da lijevi kvadrat sadrzi i nakupine tocaka i
praznine, a to je nesto Sto neiskusni Citatelj mozda ne ocekuje od
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slucajnog niza. Zavarati moze i ¢injenica da toCke u desnom kvadratu
ravnomjerno ispunjavaju njegovu povrsinu, Sto bismo mogli dovesti u
vezu s ¢injenicom da u svaki djeli¢ kvadrata sluc¢ajno odabrana tocka
pada s jednakom vjerojatnosti. Oba ta argumenta, koji navode na
odgovor “desni kvadrat”, su pogresni! Kod slu¢ajno generiranog niza
toCaka s velikom vjerojatnosti se formiraju razne praznine i nakupine,
dok s malom vjerojatnosti on bas ravnomjerno pocinje ispunjavati
kvadrat. Radi toga je “lijevi kvadrat” tocniji odgovor, u smislu da nam
simulacija slu¢ajnog niza to¢aka vrlo vjerojatno izgleda bas kao na
lijevoj polovici slike.

Ako smo pak sasvim rigorozni, onda je prethodno pitanje besmisleno!
S teorijskog stanovista oba scenarija na slici 1 su moguca i jednako
(ne)vjerojatna. Nema razloga zasto bismo neki konkretni niz brojeva
ili tocaka zvali slu¢ajnim ili ne. Slucajni brojevi ne postoje — mozemo
samo govoriti o nizu slucajnih varijabli; za definiciju vidjeti udzbenike
iz elementarne teorije vjerojatnosti [7] i [8]. Lijevi kvadrat je ispunjen
nizom tzv. pseudoslucajnih brojeva, koji se trudi izgledati slucajno, tj.
Sto vjerodostojnije idealnoj pravoj simulaciji niza slucajnih varijabli.
Desni kvadrat je ispunjen nizom tzv. kvazislucajnih brojeva, koji se
naprosto trudi Sto ravnomjernije popunjavati kvadrat; rigorozna
definicija ¢e uslijediti u jednom od kasnijih odjeljaka. Obje
konstrukcije svoju pravu vrijednost realiziraju u primjenama, a u ovom
ih radu povezujemo s naizgled nevezanim matematickim konceptom:
integriranjem funkcija.

2 Klasi¢na numericka integracija

Citatelj je zasigurno upoznat s pojmom integrala funkcije, makar na
intuitivnom nivou. Integral (tj. odredeni integral) dovoljno “lijepe”
(recimo neprekidne) funkcije f: [a,b] — R je broj pisan

b
/ f(z)dz, ili f(z)dz, ilisamo f,

[a,b] [a,]

a kojeg se interpretira kao povrsinu ispod grafa funkcije, a iznad
apscise. Pritom se povrSina uzima s negativnim predznakom tamo
gdje je funkcija negativna. Osnove diferencijalnog i integralnog racuna
te, posebno, rigoroznu definiciju tzv. Riemannovog integrala Citatelj
moze nadi u knjigama [3] i [4]. Ipak, to znanje nije klju¢no za
razumijevanje narednog materijala. Komponiranjem funkcije f s
pogodno odabranom afinom funkcijom opceniti se slucaj lako svodi na
interval [a, b] = [0, 1] pa ¢emo to veé pretpostavljati u daljnjem
tekstu.

U srzi numeric¢kog racunanja integrala lezi njegova aproksimacija
diskretnim sumama, a najjednostavniji slucaj je

1 N
f(z)de ~ ; f(an), (1)

[0,1]

pri ¢emu za tocke z, € [0,1], n = 1,2,..., N, moZemo uzeti recimo
zp = (n —1)/Nili 2z, = n/N pa dobivamo tzv. lijevu i desnu
pravokutnu formulu. Za svaki od ta dva izbora greska aproksimacije
(1) iznosi najvise C(f')N 1, pri ¢emu je C(f') neka konstanta
proporcionalna maksimumu apsolutne vrijednosti derivacije f' na
intervalu [0, 1]. Pokazuje se da je zapravo pametnije gledati prosjek
dviju pravokutnih formula, ¢ime dobivamo tzv. trapeznu formulu,

1 X ) |
[, e (00 25G0) + 26(3) -+ 21 () = 1),

Greska aproksimacije (2) je najvise C'(f")N ~2, pri ¢emu konstanta
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C(f") ovisi o drugoj derivaciji od f; dakle trebamo nesto vecu
glatkoé¢u funkcije. Ista teorijska ocjena greske vrijedi i ako u (1)
naprosto uzmemo z, = (2n — 1)/2N; to je tzv. formula srednjih
toCaka. Dokazi se mogu nadi u skripti [1].

Kod visestrukog integrala, f[o 1 f, ti. integrala d-dimenzionalne

funkcije f:[0,1]¢ — R, postupamo sli¢no. U svakoj koordinati
mozemo promatrati to¢ke 0,1/M,2/M,...,(M — 1)/M pa onda za
¢vorove x,, u d-dimenzionalnom poopcenju lijeve pravokutne formule
uzimamo sve razli¢ite d-torke tih brojeva; ima ih N = M?.
Usrednjivanjem se dobiva i d-dimenzionalna trapezna formula Cija
gregka je reda velitine M ~2 = N~2/¢, &m funkcija ima neprekidne
sve druge parcijalne derivacije.

Postoje i mnogo naprednije metode numericke integracije od
navedenih; pogledajte skriptu [1]. Ipak, sve one imaju sljedece
nedostatke, koji ih u nekim posebnim situacijama cine
neupotrebljivima.

Nedostatak 1. Sve klasi¢ne formule se u velikom broju dimenzija
susrecu s tzv. kletvom dimenzionalnosti. Npr. ako je teorijska greska
aproksimacije CN*2/d, a zelimo garantirati preciznost €, tada treba
uzeti N > (C/E)d/2, tj.broj évorova u kojima se funkcija treba
izraCunati raste eksponencijalno s poveéanjem dimenzije d. Pote$koéu
mozemo vidjeti ve¢ i zdravo-razumski: ako u d = 100 dimenzija
zelimo imati bilo kakvu razumnu aproksimaciju, onda kod gornjih
aproksimacija u svakoj koordinati moramo uzeti barem po dvije tocke
(a i to je vrlo skromno), &to nas vodi na ukupno 2'%° ~ 1.27 - 10%
¢vorova — definitivno previSe za bilo koje racunalo!

Nedostatak 2. Klasicne metode pretpostavljaju izvjesnu glatkocu
funkcije koja se integrira. Sofisticiranije formule daju bolju gresku
aproksimacije, ali i pretpostavljaju povecanu glatkocu; npr. poznata
Simpsonova formula u jednoj dimenziji ima teorijsku gresku reda
veligine C(f®)N~* — ona je reda velitine N %, ali uz pretpostavku
ograni¢enosti ¢etvrte derivacije funkcije f.

Nedostatak 3. Numeric¢ka integracija moze iziskivati racunanje funkcije
f u velikom broju ¢vorova x,, a to moze biti vrlo spor proces ukoliko
je funkcija slozena. Ponekad nas zahtjev za greSkom manjom od €
vodi na vedi broj ra¢unskih operacija nego ih racunalo moze podnijeti
u danom vremenu. Zato bismo voljeli imati aproksimacijski algoritam
kojeg mozemo zaustaviti nakon bilo kojeg broja obradenih ¢vorova.
Uocimo da gore spomenute formule za numeri¢ku integraciju nemaju
to svojstvo; ako zaustavimo racunanje trapezne formule (2) nakon
obradene polovine ¢vorova, ne¢emo imati izracunatu nijednu
vrijednost od f na podintervalu (1/2, 1] pa zato ni aproksimacija

integrala f[o 1 f neée uopce biti smislena.

3 Monte Carlo metoda

Postoji tehnika numericke integracije koja zaobilazi sva tri spomenuta
nedostatka i zove se Monte Carlo metoda. Kod nje su ¢vorovi x,
slu¢ajni brojevi iz intervala [0, 1] ili pak slu¢ajne toc¢ke iz
d-dimenzionalne kocke [0, l]d. U teoriji je x1, 2, Z3, ... niz
nezavisnih slucajnih varijabli iz intervala [0, 1]. Kvadratni prosjek
gredke aproksimacije integrala je tada oblika C’(f)N‘l/z, pri ¢emu je
konstanta C(f) konacna ve¢ kada | f|* samo ima konaan integral;

vidjeti [5]. Ova metoda zaobilazi sva tri ranije spomenuta nedostatka:
dimenzija d ne igra nikakvu ulogu u ocjeni greske, od funkcije f se ne
trazi nikakva glatkoca, a ra¢unanje vrijednosti f(z, ),
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n=1,2,..., N, mozemo zaustaviti kod bilo kojeg broja N. Mi ne
mozemo doista raditi s nizom nezavisnih slucajnih varijabli, ve¢ ga
simuliramo, a tzv. jaki zakon velikih brojeva garantira da za gotovo
svaku realizaciju tog niza prosjeci na desnoj strani od (1) doista
konvergiraju prema integralu na lijevoj strani; vidjeti [7] i [8].

Jedno od prvih elektronickih racunala, imena ENIAC, dovrseno je
1945, godine. Ve¢ je iduc¢e godine poznati poljsko-americki
matematicar Stanis{\I}aw Ulam dosao na ideju da iskoristi njegovu
brzinu za Monte Carlo simulacije vezane uz razne fizikalne probleme, a
posebno one vezane uz razvoj nuklearnog oruzja u laboratoriju u Los
Alamosu. Nista manje slavni, madarsko-americki matematic¢ar John
von Neumann je, nadahnut idejom svojeg kolege, ve¢ 1947. razradio
plan implementacije te metode na racunalo ENIAC; detalji te price
mogu se procitati u popularnom clanku [2]. Navodno je naziv “Monte
Carlo” predlozio Ulamov prijatelj, u skladu s ¢estom interpretacijom
slucajnog uzorkovanja preko igara na srecu, a prema gradu gdje je
Ulamov ujak obi¢avao kockati.

Monte Carlo metoda pak ima neke svoje nedostatke.

Nedostatak 4. Za implementaciju te tehnike treba generirati niz
slucajnih brojeva, tj. savrSeno simulirati niz nezavisnih slucajnih
varijabli. U praksi to nikada nije moguce! Von Neumann je prilikom
svoje implementacije Monte Carlo metode za ENIAC opisao neke
moguce konstrukcije pseudosiucajnih brojeva. Oni su deterministicki
generirani, ali po mnogim statistickim svojstvima imitiraju slu¢ajnost.
Ipak, tada postoji opasnost od nesrazmjera teorijske pozadine i
prakti¢ne realizacije. Konkretnim problemom simulacije slucajnih
varijabli se ovdje ne¢emo baviti, jer je on tezak ve¢ sam za sebe.

Nedostatak 5. Monte Carlo metoda u praksi dosta sporo konvergira. To
vidimo vec i iz ocjene greske oblika C(f)N_1/2; ona je inferiorna
naspram greskama ranije spomenutih deterministickih metoda, koje
su redom reda veli¢ina N1, N2, odnosno &k N . To nas ne treba
Cuditi jer ona ne uspijeva iskoristiti informaciju o mogucoj dodatnoj
glatkoci zadane funkcije f — algoritam uvijek postupa jednako, to je
s jedne strane njegova prednost, a s druge strane njegova mana.

Nedostatak 6. Spomenuta ocjena greske je vjerojatnosna, tj. ne
mozemo bas nista zakljuciti o greski aproksimacije dobivene pomocu
neke konkretne simulacije niza slu¢ajnih varijabli. Kako mozemo znati
da nasa simulacija nec¢e zapoceti bas s tisu¢u nula? U tom slucaju izraz
s desne strane od (1) aproksimira integral naprosto brojem f(O), Sto
je vrlo losa procjena. Teoretski je moguce da se to dogodi, ali je vrlo
malo vjerojatno.

4 Kvazi Monte Carlo metoda

Tehnika koju ¢emo sada opisati zove se kvazi Monte Carlo metoda i
ona stoji na pola puta izmedu pristupa iz prethodna dva odjeljka:
deterministicka je, ali po mnogo ¢emu imitira Monte Carlo metodu.
Ona niposto nije univerzalno rjesenje problema numericke integracije,
vec¢ naprosto vrlo dobar kompromis izmedu nedostataka 1-6
prethodnih metoda.

Glavna ideja kvazi Monte Carlo metode je uzeti ¢vorove x,, koji ¢e
naizgled dobro oponasati slucajne, na nacin da ¢e ravhomjerno
popunjavati prostor. Pokazat ¢e se da ¢e takvi ¢vorovi davati povoljnu
numeric¢ku aproksimaciju integrala, uz dodatno dobro svojstvo
determiniranosti. Tu ¢emo ideju sada i formalizirati. Uglavhom ¢emo
se zadrzati u dimenzijid = 1.

Neka je x = (2,)%°; proizvoljan niz brojeva iz intervala [0, 1]. Za
skup S C [0, 1] i broj N € N definiramo tzv. brojecu funkciju kao
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Bry(x,S) := broj indeksan € {1,2,..., N} takvihdajez, € S.

Rije¢ima, izmedu prvih N &lanova niza x njih to¢no Bry (x, S) se
nalazi u skupu S. Re¢i éemo da je niz x ekvidistribuiran3 ako za svaki
interval I C [0, 1] vrijedi

. BrN (Xa I)
hm Eee—
N—oo

= duljina(I).

Kakve veze ima pojam ekvidistribuiranosti s racunanjem integrala
funkcije? Pokazuje se da za ekvidistribuirani niz x brojeva iz [0, 1] i za
Riemann-integrabilnu funkciju f: [0, 1] — R uvijek vrijedi

1 N
li — n) = dz.
ERDICH /[0 @ 3)

N—=oo N
n

Dakle, integral funkcije je prikazan kao limes niza konacnih suma,
prosjeka funkcije u prvih N ¢lanova niza x. Formula (3) ne govori
niSta o brzini konvergencije niza na njezinoj lijevoj strani; ne znamo
koliko ¢lanova niza treba uzeti da bi aproksimacija bila
zadovoljavajuca. Radi toga moramo uvesti kvantitativhu mjeru
ekvidistribuiranosti niza.

Za niz x = (@, )%, brojeva iz intervala [0, 1] i prirodni broj N
definiramo diskrepanciju od x kao broj
Bry(x, 1)

dn(x) := sup | ——=—— — duljina(I)|,
I N

pri éemu se supremum uzima po svim intervalima I C [0, 1]. Sto je
diskrepancija manja, to su tocke ravnomjernije rasporedene.

Kako se sada povezuje diskrepancija niza X s aproksimacijom
integrala zasnovanom na formuli (3)? Usredotocimo se na tzv. funkcije
ograni¢ene varijacije. Za funkciju f:[0,1] — R definiramo (totalnu)

varijaciju kao broj

V()= s |fla) — Fag)l,

0<ap<- - -<a,, <1 j=1

pri ¢emu se supremum uzima po svim m € N i svim mogudim
izborima brojeva ag, a1, ..., amnm—1, a;y takvih da je
0<ap<ai<--+<am <1.Zanimaju nas funkcije za koje je
V(f) < oo; npr. sve neprekidno diferencijabilne funkcije su takve.
Koksma je prvi dokazao nejednakost

L nz:f(mn> - s

koja eksplicitno ocjenjuje gresku prethodno spomenute aproksimacije
integrala. Iz (4) vidimo da je najpametnije birati niz x za koji je
diskrepancija dN(x) najmanja moguca, makar sto se tiCe reda veliine
u terminima broja N kada N — oo. Schmidt je pokazao da postoji
konstanta ¢ > 0 takva da za svaki niz brojeva x iz [0, 1] za
beskonaéno mnogo prirodnih brojeva N vrijedi

log N
N

< V() dr(x), (4

dn(x) > ¢

Sa druge strane, u idu¢em ¢emo odjeljku navesti neke primjere nizova
x takvih da za svaki N € N vrijedi
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log N
dy(x) < 28

< N ()

uz neku konstantu C ovisnu o nizu x.

Vrlo sli¢no definiraju se ekvidistribuiranost i diskrepancija niza toc¢aka
u d-dimenzionalnoj kocki [0, 1]d za d > 2. Poznata otvorena slutnja
glasi da postoji konstanta ¢ > 0, ovisna samo o dimenziji d, takva da
za svaki niz to¢aka x iz [0, 1]¢ mozemo naéi beskonaéno mnogo

N € N za koje vrijedi

(log N)*

dn(x) > ¢ i

Osim za d = 1 ta slutnja je jo$ jedino provjerena u d = 2 dimenzije.
Svi navedeni jednodimenzionalni rezultati takoder imaju i svoje
viSedimenzionalne analogone. Detalje Citatelj moze nadi u knjizi [5], a
mi ih izostavljamo radi jednostavnosti izlaganja.

Kvazislu¢ajan niz brojeva iz [0, 1] ili to¢aka iz [0, 1] nam od sada
naprosto znadi niz s niskom diskrepancijom. Na osnovu recenog pod
time se obi¢no misli niz x takav da za svaki N € N vrijedi

(log N)*

dN(X) <C N

5 (6)

uz neku konstantu C'. To se doista i moZe postiéi i to raznolikim
konstrukcijama, od kojih ¢emo neke navesti u nastavku.

Citatelj sada ve¢ pogada: Kvazi Monte Carlo metoda aproksimira
integral tako da na desnoj strani formule (1) uzima upravo neki
kvazisluc¢ajni niz 1, 2, x3, . . .. Lako je argumentirati prednosti ove
metode po svakom od 6 spomenutih nedostataka prethodnih tehnika.
Npr., u usporedbi s klasichom numeri¢ckom integracijom, zaobiden je
nedostatak br. 3: definicija diskrepancije trazi da za svaki N € N
prvih N ¢lanova niza ravhomjerno ispunjava interval, kvadrat, ili
kocku. Nadalje, u usporedbi s Monte Carlo metodom, nedostatak br. 6
zaobiden je tako Sto biramo konkretne nizove Cija diskrepancija se
moze ocijeniti pa je onda i ocjena greske aproksimacije (4)
deterministicka i sasvim konkretna. Obzirom da niz toaka biramo
pazljivo, tako da je njegova diskrepancija jednaka naslu¢enom
teorijskom minimumu (6), dobivamo da je ta greSka oblika
C(f)Nt(log N)?, $to je samo malo lo$ije od C'(f)N ! kada

N — 00, a svakako superiorno nad greSkom Monte Carlo metode,
koja je oblika C(f)N ~1/2.

5 Generiranje kvazislucajnih brojeva

Nakon Sto smo uvidjeli korisnost nizova s niskom diskrepancijom,
prirodno se pitamo kako generirati takve nizove. OpiSimo dvije
klasi¢ne konstrukcije.

5.1 Van der Corputov i Haltonov niz

Proizvoljan prirodni broj n ima jedinstveni raspis u bazi b > 2 oblika

o0

n = Z a;(n)b’,

j=0

gdje su aj(n) € {0,1,...,b — 1} njegove znamenke i a;j(n) = 0 za
sve dovoljno velike indekse j; odnosno gornja suma je zapravo
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konacna. Sada, tzv. obrtanjem znamenaka, za svaki n mozemo
definirati broj

) = 3 as(mp L,
=0

koji pripada jedini¢nom intervalu [0, 1]. Za danu bazu b > 2 van der
Corputov niz je upravo niz brojeva xg, 1, ... definiran sa z,, = gbb(n)
za sve n € N i on je primjer niza ¢ija diskrepancija zadovoljava (5), tj.
on je kvazislucajan.

Racunalno prakti¢an nacin dobivanja viSsedimenzionalnih nizova niske
diskrepancije je generalizacija van der Corputovog niza. Koristeci
netom uvedenu funkciju ¢y Haltonov niz u bazama by, ...,bg > 2

definiramo kao niz to¢aka zg, z1, . .. iz [0, 1]d takav da vrijedi

Ty = (Pp,(n), ..., ¢p,(n)) zasven € N.

Ukoliko su brojevi b1, . .., by relativno prosti, tada gornji niz
zadovoljava (6), tj. to je kvazislucajni niz tocaka.

Ukoliko samo Zelimo kvadrat [0, 1]2 ravnomjerno ispuniti unaprijed

zadanim brojem tocaka N, mozemo Koristiti i tzv. Hammersleyev skup
za bazu b > 2:

{(NLH,qﬁb(n)) :n=12,...,N}.

Naprimjer, desna polovica slike 1 ilustrira upravo taj skup toc¢aka za
b= 3i N = 385. Ipak, treba napomenuti da na ovaj nacin nije
definiran kvazislucajni niz u smislu nase definicije, jer je veli¢ina skupa
unaprijed odredena.

5.2 Nizovi dobiveni od iracionalnih brojeva

Za proizvoljan broj u € R definiramo decimalni dio broja u kao

{u} := u — |u]. Drugim rije¢ima, za nenegativan u, imamo da je {u}
dio zapisa od u koji se nalazi iza decimalne tocke. Niz niske
diskrepancije x = (x, )% ; tada dobijemo promatranjem decimalnih
dijelova viSekratnika fiksiranog iracionalnog broja z, odnosno mozemo
definirati , = {nz} za sve n € N. Svaki tako definiran niz brojeva x
je ekvidistribuiran. Ipak, ako inzistiramo na optimalnoj ocjeni za
diskrepanciju (5), tada moramo pazljivo birati iracionalni broj z;
recimo tzv. zlatni omjer z = @ = 0.618... je jedan dobar odabir.
Sliéno mozemo dobiti visedimenzionalne nizove niske diskrepancije.
Neka je z = (21,...,2d) € R? takav da su brojevi 1, 21, ..., 24
linearno nezavisni nad racionalnim brojevima, tj.

d
a0+zaizi=0, a;€Q = a;=0,1=0,1,...,d,

i=1
i neka je niz to¢aka xg, x1, ... definiran sa
xn = ({nz1},...,{nzq4}) zasven € N.

Takav niz to¢aka je uvijek makar ekvidistribuiran, ali mu ocjena
diskrepancije vodi na ozbiljne probleme u podrucju teorije brojeva.

6 Numericki primjer

Vol 38



Kvazislu¢ajni brojevi i numericka integracija | math.e

8 of 9

Pokusajmo numericki izracunati odredeni integral

4
/ ze® dx. (7)
3

Radi usporedbe s pravom vrijednosti odabrali smo integral kojeg
znamo i egzakno izracunati: parcijalnom integracijom lako dobivamo

3e* — 2¢3 = 123.623376....

U svrhu primjene gornjih metoda najprije integral (7) supstitucijom
z =t + 3 svodimo na integral po intervalu [0, 1]:

1
/ (t + 3)e' ™ dt. (8)
0

Za funkciju f zadanu formulom f(t) = (t + 3)e!™3 koristili smo Monte
Carlo metodu i kvazi Monte Carlo metodu uz van der Corputov niz za
bazu b = 3. Usporedni numeri¢ki rezultati dani su tablicama na slici 3.
MozZemo vidjeti kako je relativha greska Monte Carlo metode prilicno
nepredvidiva, dok kvazi Monte Carlo metoda u praksi daje sve bolju
aproksimaciju s rastu¢im brojem c¢lanova niza. (Pseudoslucajni niz
tocaka (lijevo) i kvazislucajni niz toCaka (desno).)

N 10 100 1000 100000
num. rezultat |120.5889(124.4008(122.4759|123.4507
rel. odstupanje| 2.45% | 0.63% | 0.93% | 0.14%
Slika 2: Monte Carlo metoda
N 10 100 1000 100000
num. rezultat [113.6413(121.7685(123.3847(123.6190
rel. odstupanje| 8.07% | 1.50% | 0.19% | 0.004%

Slika 3: Kvazi Monte Carlo metoda (van der Corput, b = 3)

7 Zakljucak

Integrali su jedan od osnovnih matematickih pojmova s brojnim
primjenama, kako unutar, tako i izvan same matematike. Ceste su
situacije kada je integral neprakti¢no, a ponekad i nemoguce egzaktno
izraCunati. U takvim je slucajevima korisno posluziti se metodama
numericke integracije, odnosno numerickom aproksimacijom integrala
u pitanju, za Sto postoje brojne klasi¢cne metode (trapezna formula,
Simpsonova formula, itd.). Takve metode, uz brojne prednosti,
posjeduju i neke spomenute mane.

Bitno razliCit postupak, koji predstavlja poboljSanje u odnosu na neke
klasi¢ne nedostatke, je Monte Carlo metoda, odnosno koristenje
slucajno generiranih toCaka pri procjeni integrala. Monte Carlo
metoda, uz broj ¢vorova N, daje gresku aproksimacije reda veli¢ine

1
Nz, Sto je losije od klasi¢nih metoda, ali je neovisno od broja
dimenzija d. Kvazi Monte Carlo metoda je deterministi¢ko pobolj$anje
Monte Carlo metode koje uspijeva zadrzati neke njezine prednosti. U
njoj se koristimo kvazislu¢ajnim nizovima, odnosno nizovima niske
diskrepancije, za koje smo neke od klasi¢nih konstrukcija dali u ovome
radu.
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Vec¢ smo bili komentirali da kvazi Monte Carlo metoda ima gresku
oblika C’N‘l(log N)d, koja je asimptotski (tj. kada N — o0) bolja od

C’N‘l/2, Sto je pak greska Monte Carlo metode. Ipak, za konkretni
neveliki N i za visoki broj dimenzija d na temelju ocjena greSaka
ocCekujemo da ¢e kvazi Monte Carlo metoda sporije konvergirati od
Monte Carlo metode. U praksi se pokazalo da nije nuzno tako. Jedna
od tipi¢nih primjena kvazi Monte Carlo metode je u financijama, gdje
su integrali u d = 100 ili d = 1000 varijabli sasvim uobicajeni. Godine
1995. Paskov i Traub su u radu [6] pokazali da kvazi Monte Carlo
metoda moze davati povoljne rezultate unato¢ velikom broju
dimenzija; konkretno kod njih je d = 360. To je bio jedan od prvih
primjera koristenja kvazi Monte Carlo metode u financijama. Oni su
procjenjivali vrijednost kolateraliziranih hipotekarnih obveza
(collateralized mortgage obligation ili CMO), Sto je tip financijskog
instrumenta u kojem isplata proizlazi iz skupa hipoteka kao kolaterala,
u ovom slucaju kroz 30 godina (odnosno 30 puta po 12 mjeseci). Na
[6] su nastavili brojni istrazivacki radovi, a kvazi Monte Carlo metoda i
danas ostaje Cesto koristeni alat u financijskoj matematici.
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