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Sazetak U ovom ¢lanku upoznat ¢emo se s pojmom mjere s predznakom i njezinim rastavom
na razliku dviju mjera. Ovakav rastav omogucéuju nam dva teorema koja su u literaturi poznata

kao Hahnova i Jordanova dekompozicija mjere s predznakom. ¢lanak takoder sadrzi nekoliko

ilustrativnih primjera koji konkretiziraju navedene pojmove.

1 Motivacija

Pojam mjere koristimo svakodnevno: zanima nas dnevna temperatura, duljina puta koji
trebamo prijec¢i do odredenog mjesta, povrsina studentskog stana koji zelimo iznajmiti,
volumen kutije sladoleda koji namjeravamo kupiti itd. a odgovori na sva prethodna pitanja su
nenegativni realni brojevi. Potreba za mjerenjem dovela je i do matematicke discipline Teorije
mjere} koja izuCava pojmove poput duljine, povrsine i volumena, pod zajednickim nazivom
mjera} [14]. Opcenito, objekti mjerenja (preciznije, izmjerivi skupovi) su elementi neke
unaprijed zadane familije A podskupova nepraznog skupa X koju nazivamo {o-algebra}}, a
ona sadrzi cijeli X te je zatvorena na komplementiranje i formiranje prebrojivih unija. Mjera}

je, zatim, svaka funkcija u: A — R koja zadovoljava sljedeca, jednostavna svojstva:

[(k1)] u(0) =0,
[(p2)1(nenegativnost) u(A) > 0za svaki A € A,

[(©3)1(o-aditivnost) za niz disjunktnih skupova (A, )nen iz A vrijedi

M( U An) = u(A).

neN neN

Svojstvo analogno svojstvu o-aditivnosti, ali s kona¢no mnogo disjunktnih skupova, nazivamo
konacna aditivnost} te je jasno da o-aditivnost povlaci kona¢nu aditivnost dok obrat ne
vrijedi.

Bitno je jos naglasiti da je uredeni par (X, .A) uobicajeno zvati izmjeriv prostor}, dok uredenu
trojku (X, A, ) nazivamo prostor mjere’}. Kako bi bolje razumjeli ono $to slijedi, spomenimo
da za skup A € A kazemo da je skup konaéne mjere ako je pu(A) < oo, dok za mjeru p
kazemo da je konacna ako je ,u(X) < 00; nadalje, bitno je istaknuti da je mjera
vjerojatnost} ili vjerojatnosna mjera’} ako je u(X) = 1.

Takoder, na prostoru mjere (X7 A, ,u) vrijede sljedeca svojstva:

e (monotonost) Za svaka dva skupa A, B € A takva da je A C B vrijedi u(4) < u(B).
Dodatno, ako je skup A konagne mjere, tada je u(B\ A) = u(B) — p(4).
o (o-subaditivnost) Za svaki niz (4, )nen skupova iz A vrijedi

N( U An) < ZN(An)-

neN neN

o (neprekidnost na rastuce nizove) Za svaki rastudi niz (An)neN skupova iz A vrijedi

(U 4n) = Jim p(4r).

neN

o (neprekidnost na padajuée nizove) Za svaki padajuéi niz (A, Jnen skupova iz A, takav
da je p(A;1) < oo, vrijedi

u( N An) = lim pu(Ay).

neN

Prirodno je pitati se mozemo li iskoristiti ve¢ poznate mjere za generiranje novih mjera. Lako
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se pokaze da je zbroj dviju ili viSe mjera opet mjera \cite[str. 36]{DIM}. Na zalost, mnozenje
mjere skalarom ne rezultira uvijek mjerom, jer ako je dani skalar negativan realan broj, tada
uvjet nenegativnosti nije ispunjen. Ipak, negativnost naseg skalara ne utjece na preostala dva
svojstva mjere Sto otvara mogucnost za generalizaciju ovog pojma. Takoder, razlika mjera ne
mora ponovno biti mjera -Stovise, moze se dogoditi da ta razlika uopce nije definirana \cite[str.
8]{TM}. Dakle, mozemo li kao rezultat mjerenja dobiti negativan broj?

Kako bi razrijesili prethodno pitanje, u nastavku ¢emo se baviti mjerama s predznakom?}, Sto je
poopcenje pojma mjere na nacin da se izostavi svojstvo nenegativnosti. Takoder, saznat ¢emo i
Sto je to realna mjera te ¢emo pokazati da je integral integrabilne funkcije (funkcije Ciji je
integral konacan s obzirom na danu mjeru) na izmjerivom skupu realna mjera. Sve to,
nadopunit ¢emo bitnim svojstvima. Na posljetku éemo, kada se dobro upoznamo s pojmovima
vezanim uz mjere s predznakom, definirati Hahnovu i Jordanovu dekompoziciju. Naime,
austrijski matematicar H. Hahn je 1921. [11] objavio svoj ¢uveni teorem, koji po njemu nosi i
ime (vidi Teorem 18) i daje dekompoziciju skupa X na dva njegova disjunktna podskupa od
kojih je jedan pozitivne, a drugi negativne mjere s predznakom. Nadalje, francuski
matematicar C. Jordan dao je dokaz rastava realne funkcije omedene varijacije na razliku dvije
nenegativhe monotone funkcije. Prirodna posljedica ove tvrdnje je dekompozicija mjere s
predznakom, za koju se glavna ideja pripisuje francuskom matematicaru H. L. Lebesgueu, vidi
str. 353 iz [21]. Bitno je naglasiti i da je Jordanova dekompozicija jedinstvena i ona nam
znatno olakSava rad s mjerama s predznakom.

Primjene mjere s predznakom su mnogobrojne, pogotovo u fizici. Naime, mjeru s predznakom
mozemo poistovijetiti s raspodjelom elektricnog naboja; preciznije, mjera s predznakom nekog
skupa A predstavlja ukupni naboj sadrzan u A. Zbog toga se mjere s predznakom ponekad
nazivaju naboji (engl. charges) vidi str. 58, Remark [19]. Takoder, mjeru Cesto poistovje¢ujemo
s raspodjelom mase na glavnom skupu X, dok kona¢nu mjeru s predznakom (koju ¢emo zvati
i realna mjera) moZemo interpretirati kao (elektri¢nu) raspodjelu naboja na X. Posljedica
Jordanove dekompozicije, za kona¢ne mjere s predznakom (iskazana u Korolaru 21) opravdava
ovu metaforu pokazujuci da kao kod naboja u elektrostatikama, postoje dva disjunktna skupa
od koji je jedan pozitivhog, a drugi negativnog naboja, vidi str. 108 iz [3]. Nadalje, kako je
vjerojatnost zapravo specijalna mjera, u literaturi takoder moZemo pronaci pojam negativne
vjerojatnosti odnosno vjerojatnosti s predznakom (Citatelj moze procitati vise u [1, 4]) koja
ima primjenu u fizici i financijama [4, 5, 7, 10, 13, 23].

Zainteresirani Citatelj u literaturi moze pronaci i Lebesgueovu dekompoziciju [14, 18] koja daje
(jedinstven) rastav o-konaéne mjere (mjere koja omogucéava rastav skupa X na prebrojivu
uniju skupova konac¢ne mjere) na zbroj dviju mjera te ima vaznu primjenu u teoriji
vjerojatnosti pri racunanju vjerojatnosti i matematickog ocekivanja mijesanih slucajnih varijabli
(eng. mixed random variables) o ¢emu Citatelj moze procitati npr. u [8, 16, 17, 20].

2 Mijera s predznakom

U nastavku najprije navodimo preciznu definiciju mjere s predznakom, najavljenu u uvodnom
dijelu.

Definicija 1. Neka je (X s A) izmjeriv prostor. Mjera s predznakom je svako preslikavanje
p: A — R sa svojstvima

1) p@®) =0,
2) (o-aditivnost) za svaki niz (A )nen disjunktnih skupova iz A vrijedi

u( U An) =" u(4n).

neN neN

Iz prethodne definicije je ocito da je svaka mjera ujedno i mjera s predznakom te da obrat ne
vrijedi. Takoder, lako je uoCiti ako je u mjera, tada je ap mjera s predznakom za svaki a € R.

U literaturi se pri definiranju mjere s predznakom &esto navodi uvjet da funkcija i ne smije

istovremeno poprimati vrijednost —oo i +o00 (vidi npr. [2, 19, 22]). U nastavku ¢emo pokazati
da se ovaj uvjet ne treba posebno isticati, vidi str. 114 iz [6].

Napomena

Neka je p mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X, A) i A € A proizvoljan skup.
Skup X moZemo prikazati kao uniju skupova A i A¢, koji su disjunktni, te prema o -aditivnosti
mjere s predznakom slijedi

u(X) = p(A) + p(A°).

Iz prethodne jednakosti vidimo da ako je u(A) = oo tada je nuzno p(X) = oo, a u tom
slucaju u(AC) poprima konacnu vrijednost ili je takoder jednako 4+o0, jer u suprotnom desna
strana ne bi bila dobro definirana. Analogno zaklju¢ujemo u slu¢aju kada je p(A) = —00.
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U sljedecoj propoziciji dokazat ¢emo da je razlika svake dvije mjere, od kojih je jedna konacna,
mjera s predznakom (vidi str. 190 iz [14]).

Propozicija 2. Neka su 1 i po dvije mjere na izmjerivom prostoru (X y .A). Ukoliko je barem
Jjedna od danih mjera konalna, tada je s p2 — w1 definirana mjera s predznakom na (X , .A).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti, neka je p1 kona¢na mjera. Funkcije p1 i g2 su mjere, stoga
je p1(0) = p2(0) = 0 Sto povladi (pu2 — p1)(0) = 0. Nadalje, neka je (Ap )nen niz disjunktnih
skupova iz A. Primjenom o -aditivnosti za mjere dobivamo

(2 — /ﬂ)( U An) = (42 — m)(An).

neN neN

Kako razlika dvije mjere opcenito nije nenegativan broj, slijedi da je 2 — p1 mjera s
predznakom. [J

Primijetimo da se uvjet konacnosti jedne od mjera iz Propozicije 2 ne smije izostaviti, jer se u
suprotnom moze dogoditi da izraz us — p1 nije definiran. Potaknuti tim razmisljanjem, u

nastavku ¢emo definirati realnu mjeru.

Definicija 3. Mjera s predznakom je konaéna, ako je |u(A)| < oo za svaki izmjeriv skup A.
Konacnu mjeru s predznakom zovemo realna mjera.

Uotimo da je oznaka |p(A)| < oo zapravo kradi oblik zapisa: —oco < p(A4) < oo
(ili ,u(A) € R). Dakle, mjera s predznakom je konacna ako ne poprima vrijednosti +=00. U

Propoziciji 7, u nastavku, navest ¢emo jedan bitan primjer realne mjere, odnosno dokazat
¢emo da je integral integrabilne funkcije na izmjerivom skupu realna mjera.

Kako bi se uvjerili u istinitost dane tvrdnje, u dokazu ¢e nam biti korisno poznavati definiciju
karakteristi¢ne funkcije x 4: X — R, nekog skupa A C X, danu s

(@) = 1, akojexec A
X4 0, akoz ¢ A.

Bitno je istaknuti da je x4 izmjeriva funkcija ako i samo ako je A izmjeriv skup, vidi str. 97
[14]. Opéenito, ako imamo izmjerive prostore (X, .A) i (Y, B) te skup A C X, za funkciju
f: A — Y kaZemo da je izmjeriva u paru o-algebri A i B ili krate A — B izmjeriva ako je
FfY(B) € A, za svaki B € B. Ukoliko je (Y, B) = (R, B(R)) ili (Y, B) = (R, B(R)), gdje je
B(R) tzv. Borelova o-algebra na R, odnosno B(R) Borelova o-algebra na R, za funkciju f
kazemo da je A-izmjeriva, ili kraée izmjeriva.

Takoder, u nastavku ¢e nam biti potreban i pojam integrala ( po mjeri) izmjerive funkcije, koji,
u skladu s literaturom (vidi npr. [6, 14]) uvodimo u tri koraka: naprije se definira integral
nenegativne jednostavne funkcije, sto je izmjeriva i stepenasta (poprima samo kona¢no mnogo
vrijednosti) funkcija, koji se zatim moze prosiriti do integrala nenegative izmjerive funkcije te
se u tre¢em koraku pravi prosSirenje do integrala proizvoljne izmjerive funkcije.

Naime, koristeéi ¢injenicu da se svaka jednostavna funkcija f: A — R, na izmjerivom prostoru
(X, A), gdje je A C X, moZe prikazati u obliku

n
= aixa, (1)
i=1
gdje su az, . . ., a, razli¢iti realni brojevi te Aj, ..., A, disjunktni izmjerivi skupovi takvi da je
n
A = | A, vrijedi sljedece:
i=1
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Definicija 4. Neka je (X, A, u) prostor mjere i f: X — [0, 00) nenegativna jednostavna
funkcija s prikazom (1), gdje su a, . .. , o, nenegativni realni brojevi te A1, ..., An
disjunktni izmjerivi skupovi.

® Broj

/fdu = 22:: aip(Ai)

se zove integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili, krade, integral funkcije f. Za funkciju f
kaZzemo da je integrabilna ako je f fdu < oo.

n
e Neka je E € A izmjeriv skup. Broj/fdu = /XEfd,u = Z a;ip(E N A;) se zove
% i=1
integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru u ili, krade, integral funkcije f na skupu

E. za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je f fdp < oo.
E

Skup svih nenegativnih jednostavnih funkcija uobicajeno je oznacavati s F-.
Nadalje, kako se svaka nenegativna izmjeriva funkcija f : X — [0, oo], na prostoru mjere
(X, A, u), moze aproksimirati s nenegativhom jednostavnom funkcijom g € F, g < f (za

viSe detalja vidi npr. str. 104, Teorem 3.23 iz [14]), dolazimo do sljedeceg prosirenja integrala
na skup svih nenegativnih izmjerivih funkcija:

Definicija 5. Neka je (X, A, p) prostor mjere i f: X — [0, 0o] nenegativna izmjeriva

funkcija.
/fdu:=sup{/gdu: gef+,g§f}

se zove integral funkcije f s obzirom na mjeru y ili, krace, integral funkcije f. Za funkciju f
kaZzemo da je integrabilna ako je f fdp < oo.

® Broj

e Neka je E € A izmjeriv skup. Broj / fdp = /XE fdu se zove integral funkcije f na
E

skupu E s obzirom na mjeru p ili, krace, integral funkcije f na skupu E. Za funkciju f

kaZzemo da je integrabilna na skupu E ako je f fdp < oo.
E

Na posljetku, koristeéi tvrdnju da za svaku izmjerivu funkciju f : A — R postoje nenegativne
izmjerive funkcije fT, f~ : A — [0, 00|, definirane formulama, vidi str. 102 iz [14]

f7(2) = max{f(2),0},  f (z) = —min{f(z),0}, z€A4,
koje zovemo pozitivni i negativni dio funkcije f, redom, te vrijedi
f=r -1, )

dolazimo do fundamentalne definicije integrala:

Definicija 6. Neka je (X, A, p) prostor mjere i f: X — R izmjeriva funkcija.
e Ako je barem jedan od brojeva [ f*du i [ f~dp konaéan, onda se definira broj

[rauwi= [ 7au- [ £au

i zovemo ga integral funkcije f s obzirom na mjeru  ili, krace, integral funkcije f. Za
funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je f fdu < oo.

e Neka je E € A izmjeriv skup. Ako je definiran integral f fdu, onda broj
E

/ fdp = / xE fdu zovemo integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili,
E

krace, integral funkcije f na skupu E. Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E
ako je [ fdu < oo.
E

Sada smo spremni iskazati sljedecu propoziciju.
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Propozicija 7. Neka je (X, A, u) prostor mjere i f: X — R integrabilna funkcija. Funkcija
v: A — R definirana s

v(E) := /fdu = /fXEdM, za svaki E € A,
E

je realna mjera.

Dokaz. Otito je () = 0. Nadalje, neka je (A )nen niz disjunktnih i izmjerivih skupova. Uz
pomo¢ prethodno opisanog rastava (??), dobivamo

V(%An) = / IXU, 4, dp = / P XUy, A — / I XU, A
— [ Sxndn [ 5 S adu= 3 [ £adu= 3 [ 1 xadn

neN neN neN neN

=5 [ fuadn = vl4n)

neN neN

pri Cemu smo u trecoj jednakosti koristili da je xu, .4, = E X4, 2a niz (Ap)nen medusobno
neN

disjunktnih skupova, vidi str. 12, Zadatak 1.16. [15], a u Cetvrtoj jednakosti Levijev teorem za

redove (vidi str. 129, Teorem 4.22. [14]), koji vrijedi za nenegativne izmjerive funkcije, sto je

razlog koriétenja rastava dane funkcije f na f* i f~. 0O

Primjer 8. Na danom prostoru mjere ([, 27|, B(R), A), gdje je B(R) Borelova o-algebra, a
)\ Lebesgueova mjera na [ﬂ', 27r] izrac¢unajmo integral funkcije f(:v) = sin « koja je negativna
na [, 2x) (vidi Sliku 1).

Graf funkcije

y = sin(x)

Koristeci Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost (koji omogudava izjednacavanje Riemannovog
i Lebesgueovog integrala, u sluc¢aju kada je podintegralna funkcija omedena i neprekidna skoro
svuda, odnosno R-integrabilna na svojoj domeni koja je neki konacan skup, vidi str. 150,
Teorem 4.53 [14]) slijedi da je

2m

/ sina:dAz/sin:cda:z—2<0.
[m,27]

™

Dakle, kao rezultat mjerenja dobili smo negativan broj, a nas rezultat opravdava prethodna
propozicija. B

U idu¢em primjeru vidjet ¢emo da mjera s predznakom opcenito ne zadovoljava svojstvo
monotonosti, pri ¢emu ¢e nam ponovno posluZiti Propozicija 7, s obzirom da podintegralna
funkcija f(:l:) = COS T nije nenegativna na cijeloj svojoj domeni (vidi Sliku 2).
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Primjer 9. Neka je dan prostor mjere ([—m, 7|, B(R), A). Ako je mjera s predznakom . (vidi
Propoziciju 7) definirana s

w(E) = /cosmd)\, za svaki F € B(R),
E

lako je, uz pomo¢ Lebesgueovog kriterija za R-integrabilnost odrediti vrijednosti

coszdr =1,

|
q\wl:{

u([—ﬂ', g]) = /[_7T cosxd\ =

2

p([—m,m) = /cosa:d)\ :/ coszdr = 0.

[*ﬂ',ﬂ'] "

O¢ito je [—, %] C [-m ] te p ([, %]) > p([—m, w]) iz Eega zaklju¢ujemo da mjera s
predznakom ne zadovoljava svojstvo monotonosti.

|
5
L
——
o
Se
s

Graf funkcije

y = cos(x)

Iako mjera s predznakom nema svojstvo monotonosti, ona djelomi¢no zadovoljava to svojstvo:

Propozicija 10. Neka je u mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X s .A) i neka su
A, B € A takvida je A C B. Tada vrijedi
i) Ako je p(B) € R, onda je u(A) € R.
i) Ako je pu(A) = oo, onda je u(B) = oco.
iii) Ako je p(A) = —oo, onda je p(B) = —o0.
iv) Ako je u(A) € R, onda je u(B\ A) = pu(B) — u(A).

Dokaz. Za skupove A i B dane u iskazu propozicije vrijedi jednakost B = AU (B '\ A), pri
¢emusu Ai B \ A medusobno disjunktni pa primjenom konaéne o -aditivnosti mjere s
predznakom dobivamo

u(B) = u(A) + u(B\ A). (\textasteriskcentered)

i) Neka je u(B) € R. Kada bi bilo u(A) = £00, zbog 0o + a = oo te zbog
—00 £ a = —o0, za svaki a € R, tada bi dobili y(B) = +oo. Slijedi da je u(A) € R.

ii) Ako je u(A) = oo, tada je nuzno u(B\ A) # —oo, jer mjera s predznakom ne moze
istovremeno poprimiti vrijednost —oo i +00. Iz prethodnog slijedi da je u(B) = 0.
Analogno dokazujemo i tvrdnju iii).

iv) Neka je u(A) € R. Tada je dobro definiran izraz p(B) — p(A) te prema (??) vrijedi da je
n(B\ A) = p(B) — p(A).

O

Teorem 11. Neka je pu mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X , .A). Tada ona
zadovoljava svojstva {neprekidnosti na rastuce i {neprekidnosti na padajuce nizove.

Dokaz, koji je tehnicki i oponasa dokaz tvrdnje o neprekidnosti mjere na padajuce i rastuce
nizove, moze se pronadi u npr. str. 207, Theorem 10.8 [22]. [J

3 Hahnova i Jordanova dekompozicija

U Propoziciji 2 pokazali smo da je razlika dviju mjera, od kojih je jedna konacna, mjera s
predznakom. U nastavku ¢emo pokazati da vrijedi i obrat, to jest da se mjera s predznakom
moze na jedinstven nacin prikazati kao razlika dviju mjera. Glavna ideja dokaza je ta da
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krenemo od pretpostavke da je mjera s predznakom g poopcenje neke mjere. Ako je to tako,
onda sigurno mora postojati izmjeriv skup A za koji ¢e vrijediti ,u(A) > 0 te izmjeriv skup B
za koji je /.L(B) < 0. Teorem 18 ¢e nam omogucditi maksimalnost i disjunktnost tih skupova.
Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da su A i B ve¢ takvi skupovi. Tada je restrikcija
mjere s predznakom  na skup A mjera. Vrijedi i da je u(B) < 0 odnosno —u(B) > 0. Tada
¢e funkcija —H, takoder biti mjera. Pritom, moramo paziti da nemamo degeneriranih
slu¢ajeva (npr. za C' C A vrijedi da je u(C) < 0). Idu¢om definicijom eliminirat éemo tu
mogucénost.

Definicija 12. Neka je i mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X s .A). Za skup
A € A kazemo da je
i) pozitivan skup s obzirom na p ako je u(E) > 0, zasvakiE € A, E C A;
i) negativan skup s obzirom na y ako je u(E) < 0, zasvaki E € A, E C A;
iif) nul-skup s obzirom na p ako je w(E) = 0, za svaki E € A, E C A.
Napomena.
Trivijalne posljedice Definicije 12 su:
i) ako je skup A pozitivan { negativan, nul- ]}} s obzirom na I, tada je p,(A) >0
{p(A) <0, u(A) = 0133, ali obrat opéenito ne vrijedi (vidi Primjer 13).
i) Skup A je nul-skup s obzirom na u ako i samo ako je A istovremeno pozitivan i negativan
skup s obzirom na u.

U nastavku navodimo primjere koji ilustriraju prethodne tvrdnje.

Primjer 13. Neka je pi: P(N) — R realna mjera na izmjerivom prostoru (N, P(N))
definirana s

1, {1}CEi{3}¢E
wE):={ -1, {1}¢Ei{3}CE za svaki E € A.
0, inace,

Lako je uociti da je p1(N) = 0, odnosno skup N je mjere nula, no kako je, na primjer, {1} C N
i w({1}) = 1 # 0, prema Definiciji 12 slijedi da N nije nul-skup. B

Primjer 14. S obzirom na mjeru s predznakom v iz Propozicije 7 skup
P ={z € X: f(z) > 0} je pozitivan. Naime, kako za proizvoljan skup A C P vrijedi
f(z) > 0zasvex € A, toje

v(A) = /Afdu = /fodu > 0.

Na isti nacin moZemo zakljuciti da je skup N = {w € X: f(m) < 0} negativan, a skup
Z ={z € X: f(z) = 0} nul-skup s obzirom nav. B

Uz pomoc sljedecih propozicija, koje tvrde da je svaki podskup pozitivnog [ negativnog, nul-]
skupa, opet pozitivan [ negativan, nul- ] skup (Propozicija 15) te da je familija svih pozitivnih
[ negativnih, nul-] skupova zatvorena s obzirom na prebrojivu uniju njezinih ¢lanova
(Propoziciji 17) dobit ¢emo koristan alat za stvaranje novih pozitivnih [ negativnih, nul-]
skupova.

Propozicija 15. Neka je u mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X R .A). Svaki
izmjeriv podskup negativnog skupa je negativan skup. Tvrdnja vrijedi i za pozitivne i za nul-
skupove.

Dokaz. Neka je A € A negativan skup s obzirom na y i neka je B € A, B C A. Tada, po
Definiciji 12 i tranzitivnosti relacije C, za svaki C € A, C C B vrijedi p(C) < 0. O

Napomena

Iz Napomene i) te Propozicije 15 mozemo zakljuditi da ako je A € A pozitivan skup s obzirom
na u i B € A negativan skup s obzirom na u, tada je A N B nul-skup s obzirom na p.

Sljededi teorem daje karakterizaciju pozitivnih, negativnih i nul-skupova s obzirom na p i moze
se pronaci u literaturi (vidi npr. [12, 14]) kao definicija pozitivhog [ negativnog, nul- ] skupa.
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Teorem 16. Neka je j1 mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X, A). Skup A € A je

i) pozitivan skup s obzirom na p ako i samo ako je (AN F) > 0, za svaki F € A,
i) negativan skup s obzirom na i ako i samo ako je u(AN F) < 0, zasvaki F € A,
iii) nul-skup s obzirom na p ako i samo ako je p(A N F) = 0, za svaki F € A.

Dokaz ¢emo provesti u slucaju ii), dok se ostali slucajevi dokazuju analogno.

Ukoliko pretpostavimo da je A € A negativan skup s obzirom na u i F' € A proizvoljan, tada
je skup A N F' izmjeriv podskup od A te prema Propoziciji 15 vrijedi u(A N F) < 0.
Obratno, neka su A, E € A takvi da je je E C A te neka vrijedi (A N F) < 0, za svaki

F € A. Specijalno, za F' = E dobivamo u(E) = p(AN E) < 0 iz &ega slijedi da je A
negativan skup s obzirom na y. [

Propozicija 17. Neka je u mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X s .A). Prebrojiva

unija negativnih skupova je negativan skup. Specijalno, konacna unija negativnih skupova je
negativan skup. Tvrdnje propozicije vrijede i za pozitivne i za nul-skupove.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo najprije dokazati u slucaju kada je dan prebrojiv niz (An )neN negativnih
skupova za p. U tu svrhu, neka je B izmjeriv podskup od U A, te bez smanjenja opcenitosti
neN
mozemo pretpostaviti da je B = |J By, gdje je (Bn)nen niz disjunktnih skupova iz A takvih
neN
da je B, C A,, za svakin € N. Tada po Propoziciji 15 i o-aditivnosti mjere s predznakom

slijedi u(B) = > p(By) < 0.
neN
Specijalno, u slu¢aju kada imamo konaéan niz 4y, ..., A, negativnih skupova za u, mozemo

ga dopuniti do prebrojivog postavljanjem A,, = (), za svaki prirodni broj m > n + 1. Ukoliko
na takav nadopunjeni niz primjenimo prethodni dokaz, tvrdnja slijedi. [J

Kao Sto smo najavili, Teorem 18 nam daje dekompoziciju skupa.

Teorem 18. [Hahnova dekompozicija] Neka je | mjera s predznakom na izmjerivom
prostoru (X, A). Tada postoje dva izmjeriva skupa, P i N, takvi da je P pozitivan, a N
negativan skup s obziromna ute X =PUNiPNN = (.

Dokaz ovog teorema je tehnicki zahtjevniji, a svodi se na konstrukciju niza negativnih skupova
koji vode do izmjerivnog negativnog skupa N te niza disjunktnih izmjerivih skupova koji, uz
pomo¢ kontradikcije, vode do pozitivhog skupa P (vidi str. 124 iz [6], str. 25-27 iz [9]).

0

Napomena
Nije tesko pokazati da Hahnova dekompozicija mjere s predznakom nije jedinstvena. Naime,
ako su dane dvije Hahnove dekompozicije (P1, N1) i (P2, N2) mjere s predznakom p, na
izmjerivom prostoru (X, .A), onda su prema Napomeni 15 skupovi Ni N Py i No N Py nul-
skupovi za p. Iz jednakosti Ny N P = N1 \ N2 i Na N Py = Ny \ N1, prema Propoziciji 17
slijedi da je

N1AN; = (N] \Nz) U (NQ \Nl)

nul-skup s obzirom na . Analogno se pokaZe i da je Py /A P> nul-skup s obzirom na p.
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Primjer 19. Neka je (R, B(R), \) prostor mjere, gdje je A Lebesgueova mjera. Odredimo
Jjednu Hahnovu dekompoziciju mjere s predznakom u, zadane formulom

u(E) = / P\, EeBR).
E

Najprije uo&imo da za danu funkciju f(z) = z*e 2*" vrijedi f(z) > 0 za x € [0,00) i

f(z) < 0zaz € (—o00,0) (vidi Sliku 3). Prema Primjeru 14 znamo da je

P ={z €R: f(z) > 0} pozitivan skup s obziromna ptedaje N={z c R: f(z) <0}
negativan skup s obzirom na . Skup N' = {a: eR: f(a:) < 0} je podskup od N pa je i on
negativan skup, prema Propoziciji 15.

=1 1

Graf funkcije

f(z) = 2Pe

Dakle, skupovi P = [0,00) i N’ = (—00, 0) su disjunktni i u uniji daju cijeli R pa je (P, N"')
jedna Hahnova dekompozicija. B

Kao Sto smo i najavili, iduci teorem, odnosno Jordanova dekompozicija, dat ¢e nam alat
pomocu kojeg ¢emo zapisati mjeru s predznakom kao razliku dviju mjera. Pokazat ce se,
takoder, da je Jordanova dekompozicija mjere s predznakom jedinstvena.

Teorem 20. [Jordanova dekompozicija] Neka je |1 mjera s predznakom na izmjerivom

prostoru (X, A). Tada postoje jedinstvene mjere u*, u~: A — [0, 00| takve da je
po=pt =

i pri tome je barem jedna od mjera ,u*, u~ konaéna.

Dokaz. Neka je s (P, N) dana Hahnova dekompozicija mjere s predznakom u te neka su
funkcije u, u~: A — [0, 00| definirane za svaki E € A s

W (B) = p(ENP),  u (E):=—p(ENN).

OCcito je da su ,u+ i 4~ mjere s predznakom. Kako bismo dokazali da su ;ﬁ i u~ mijere, treba
jos provijeriti njihovu nenegativnost. 1z Teorema 16 zakljucujemo

ut(E)=w(ENP)>0 i u (E)=-u(ENN) >0, zasvaki E € A.

Mjere ,Lﬁ i u~ su definirane preko mjere s predznakom p koja ne poprima istovremeno
vrijednosti —oo i +00, stoga je barem jedna od njih konacna.
Neka je E € A. Kako su P i N disjunktni te X = P U N, vrijedi

WE) = w(ENP)+uENN)=pu (BE) - p (B),

Sto je i trebalo pokazati. U nastavku preostaje dokazati jedinstvenost.
Neka su (Pi, N1) i (P, N2) dvije Hahnove dekompozicije mjere s predznakom g na

izmjerivom prostoru (X, A) te neka su mjere u;, py , fig s piy : A — [0, 00| zadane s
p (B) = u(ENPy),  py(B)=—p(ENDN),
py (B) = w(ENPy),  py (BE) = —p(EN Ny).

Skupovi P \ P2 i Py \ P su, prema Napomeni 15, nul-skupovi za p. Tada za svaki E € A
vrijedi

i (B) = p(ENP) = p(EN (P P2) U (P10 Py)))

(
(EN(P\P)+w(EN(PLNP))=pwENP,NP)+0
(
(

ENPnP)+uEN(P\ P))

m
m
EN (PN P)U (P \ P1))) = w(ENP2) = py (E).

Analogno se pokaZe da je pu; = u - O
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Dakle, reprezentacija p = ,u* — p~ mijere s predznakom p naziva se Jordanova dekompozicija
mjere s predznakom p te takoder moZemo uotiti da je p = p™ i = = 0 u sluéaju kada je p
mjera, vidi str. 353 iz [21].

Korolar 21. Svaka realna mjera (konaéna mjera s predznakom), na izmjerivom prostoru
(X s A), Jje razlika dvije konacne mjere, na istom izmjerivom prostoru.

Dokaz je analogan dokazu Jordanove dekompozicije, vidi str. 109 iz [3]. (J
Primjer 22. Odredimo Jordanovu dekompoziciju mjere s predznakom p iz Primjera 19.
Naime, u tom smo primjeru odredili jednu Hahnovu dekompoziciju (P, N ’) mjere s

predznakom p, pri &emu je P = [0,00) i N' = (—00, 0). Tada je, odito, Jordanova
dekompozicija dana s

W (B) = w(ENP) = [ Fxoe dh
E

tl
=
i

~uw(ENN') = - /fx<7oo,0) dM.
E
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