Simetrija u klasi¢noj mehanici

Filip Vucic!

Uvod

Cilj ¢lanka je nizom primjera pokazati znacaj simetrije i simetri¢nih konfiguracija u
klasi¢noj mehanici. Simetrija ¢e kroz primjere biti pokazana u podrucjima kinematike,
dinamike i nebeske mehanike. Mladim Ccitateljima, posebno natjecateljima iz fizike,
preporuca se da prvo samostalno pokuSaju rijesiti dani primjer, a tek zatim pogledaju
navedeno rjesenje.

Simetrija u Kinematici

Primjer 1. (preuzet iz [1]) U vrhovima pravilnog n-terokuta duljine stranice / nalazi
se n kukaca. U jednom trenutku kukci se pocinju gibati brzinom v konstantnog iznosa
tako da je smjer vektora v uvijek prema susjednom kukcu gledano u smjeru kazaljke
na satu. Gdje i nakon kojeg vremena 7 ce se kukci sresti? Koliki put s ¢e prijeci svaki
kukac do susreta?

Rjesenje. Valja uociti kako je svaki pravilni mnogokut rotacijski simetri¢an s obzirom
na srediSte rotacije u sredi$tu upisane mu i opisane kruznice. Buduc¢i da se svaki kukac
mora gibati prema sebi susjednom u smjeru kazaljke na satu, slijedi da ¢e mnogokut
rotirati i tako smanjivati svoj polumjer opisane kruZnice, a bududi da je on rotacijski
simetrican, slijedi da ¢e kukci uvijek biti u vrhovima pravilnog n-terokuta, samo ¢e se
mijenjati duljina stranice tog n-terokuta i njegov opseg. Takoder, kukci ée se sresti u
sredistu rotacije, tj. u sredi$tu pocetnom mnogokutu opisane (i upisane) kruznice.

Na slici 1 pokazan je dio pravilnog n- S
terokuta s vrhovima A;_;, A; te A;1;. Sa A
slike se takoder vidi da je kut o srediSnji kut oo,

. o 2 O TN
tog pravilnog n-terokuta pa slijedi o = P !
// ! \\

Jednostavnim angle chasingom dokazuje se |
kako je kut izmedu pravca A;_jA; i duZine i )
A;A; | takoder jednak o. ) < i :4’/

Sada valja promotriti gibanje kukca iz tocke \/H
A;_; prema kukcu u tocki A;. Rastavljanjem o
na komponente vektora brzine kukca u tocki 4,
A;, lako se nade da je relativna brzina Slika 1. Dio pravilnog n-terokuta
pribliZavanja kukaca u toCkama A;,—; 1 A; s oznacenim kutovima.
jednaka:

2
v(l —cosa) = v(l — cos _n)
n
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2r
Gibajudi se relativnom brzinom v(l — cos —) jedan prema drugome, kukci u tockama
n
A;_1 1 A; prijeci e put [ (duljina stranice pocetnog mnogokuta) za vrijeme T pa slijedi:
l
Py AN
v(l — oS —)
n
Ukupan put s koji ¢e svaki kukac prijeci jednak je:
l

VT
(1 — CoS _n>
n

* k x

T=

§=VT =

Jo§ jedan primjer simetrije u kinemati¢kim problemima moZe se naci u zadatku 4 s
drzavne razine Natjecanja iz fizike uc¢enika srednjih Skola (1. skupina) iz 2015. godine.
Zadatak se moze naci na [2].

Simetrija u statici i dinamici

Primjer 2. Dana je drvena ploca oblika homogenog valjka zanemarive debljine i
¢vrsta tocka na osi simetrije ploce na visini 4 iznad srediSta ploe. Dano je i 2n
jednakih savrSeno elasti¢nih niti zanemarive mase ¢iji je jedan kraj ovjeSen u danu ¢vrstu
tocku, a drugi na neku toCku na ploci. Kolika je konstanta elasticnosti svake niti k ako
plo¢a miruje u horizontalnoj ravnini i duljina svih niti je jednaka? Elasticno ponaSanje
niti priblizno se moze opisati izrazom T = kI gdje je k konstanta elasti¢nosti, [ duljina
niti, a 7" napetost niti.

RjeSenje. Bududi da je drvena plo¢a homogena, zbog osne i zrcalne simetrije valjka,
teziSte se nalazi na polovis§tu duZine koja spaja srediSta njegovih baza. To znaci da
teZina ploce djeluje iz te tocke, a kako je njezina debljina zanemariva, slijedi da teZina
ima priblizno hvatiste u srediStu njegove baze.

Napetost svake pojedine niti jednaka je po iznosu jer je duljina svih niti ista, a niti
su identi¢ne. Uocimo kako se trazi samo vrijednost konstante elasticnosti k. To znaci
da treba pronadi konstrukciju postava niti za koju je zadovoljen sljedeci uvjet:

e vektorska suma svih napetosti niti mora biti jednaka vektoru koji je suprotan
vektoru teZine ploce i ima isto hvatiSte,

e duljina svih niti mora biti jednaka jer po uvjetu zadatka plo¢a miruje u horizontalnoj

ravnini.

Prvi uvjet slijedi iz dvaju uvjeta ravnoteze SSM =01 S F =0.

Konstrukcija koja zadovoljava te uvjete je da se krajevi niti postave u vrhove
pravilnog 2n-terokuta polumjera opisane kruznice r < R. To valja dokazati. Zbog
centralne simetrije svakog pravilnog 2n-terokuta s obzirom na njegovo srediSte, postoji
samo komponenta na pravcu teZine jer se sile po komponenti okomitoj na teZinu
medusobno poniStavaju. Takoder, zbog centralne simetrije je i hvatiSte rezultante svih
napetosti u srediStu 2n-terokuta koje se podudara sa srediStem ploce. Dakle, oba uvjeta
su zadovoljena i to je odgovarajuca konstrukcija postava niti.

Sada promotrimo par dviju niti koje su pri¢vrSéene u dijametralne vrhove pravilnog
2n-terokuta (udaljeni su za 2r). Takvih je parova niti n. Rezultanta tih dvaju napetosti
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M
niti mora biti jednaka 2F = e jer zbog simetrije, svaki takav par nosi jednak
n

dio tezine ploce. Preostaje iz geometrije problema izracunati rezultantu takvog para.
Slika 2 pokazuje trokut ABC sa stranicom duljine |[AB| = R te stranicom duljine [ i

. . = A T . Mg
paralelogram sila na kojemu je JG =IH =T i JH = F pri ¢emu je 2F = —. Uz
n

to su na ove dvije slike oznaceni jednaki kutovi, a vrijedi da su kutovi u vrhovima D i
P trokuta ACD i GPH pravi.

Slika 2. Dijagram sila za dijametralno suprotne niti.

Trokuti ACD i GPH stoga su sli¢ni po K-K poucku (imaju svaki po jedan pravi kut
i jedan kut o). Iz sli¢nosti se moZe pisati razmjer:

T F

I
. . . Mg .. .
Uvrstavanjem 7T =kl i F = 5 u prethodni izraz, dobiva se:
n
_ Mg
© 2nk’
* Kk *

Primjer 3. 2n nebeskih tijela jednake mase M postavljeno je u vrhove pravilnog
2n-terokuta polumjera opisane kruZznice R. Kako se mora gibati svako tijelo mase M
da bi se sva nebeska tijela uvijek nalazila u vrhovima tog istog pravilnog 2n-terokuta?

RjeSenje. Zbog centralne simetrije svakog pravilnog 2n-terokuta, rezultantna sila na
svako tijelo je jednaka. Zbog osne simetrije svakog pravilnog 2n-terokuta s obzirom
na pravac koji prolazi bilo kojim njegovim vrhom i srediStem opisane mu kruZnice,
slijedi da je rezultantna sila na svako tijelo usmjerena radijalno prema sredistu pravilnom
2n-terokutu opisane kruznice. To upucuje na cCinjenicu da svako tijelo mora rotirati
jednakom kutnom brzinom @ po pravilnom 2n-terokutu opisanoj kruZnici polumjera R.

Promotrimo tijelo u nekom vrhu. Na njega djeluje 2n — 1 sila. Da bi se odredio iznos
tih sila, valja promotriti geometriju problema. Neka je promatrano tijelo u vrhu A; i
neko drugo u vrhu A4 pri ¢emu je k < 2n— 1. Neka je duljina duZine |A1A x| = di.
Po Newtonovom opéem zakonu gravitacije, tijelo u vthu A djeluje na tijelo u vrhu
A; silom koja je dana izrazom:

M?G
— (1)
d

Ranije je pokazano da je rezultanta svih sila usmjerena radijalno prema sredistu opisane
kruZnice pa je bitna samo radijalna komponenta sile F;. Promotrimo sada primjer za
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n = 3 kako bi dosli do opce formule za duljinu k-te dijagonale dj. Pravilni Sesterokut
prikazan je na slici 3 u svrhu izracunavanja duljine k-te dijegonale.

R ko R
dy
Slika 3. PoloZaj k-te (k =2) Slika 4. Odredivanje duljine
dijagonale za n = 3. k-te dijagonale.

Vidi se sa slike 3 da je dijagonala d; osnovica jednakokrac¢nog trokuta kojemu su
krakovi polumjeri opisane kruznice mnogokuta, a kut nasuprot osnovici jednak je ko

T
gdje je o srediSnji kut pravilnog 2n-terokuta, tj. o« = —. Taj je trokut prikazan na slici
n
4.
Po definiciji sinusa iz trokuta sa slike 4 sada slijedi duljina k-te dijagonale:

k
di = 2R sin (—”) ©))
2n
Uvrstavanjem (2) u (1), dobiva se

M?*G
Fr= 3)

fo=())

Valja jo§ uzeti radijalnu komponentu sile dane izrazom (3), a to se vidi iz trokuta sa
slike 4 jer smjer djelovanja sile Fj leZi na stranici dj:

km km
2 o __ [ 2 3 -
M~*G cos <9O <2n)> MGsm<2n) WG 1
Fkr = 2 = 2 - 2 . (4)
kTt kTt 4R> | [(km
2Rsin (| — 2Rsin | — s | ——
2n 2n 2n

Zbroj komponenata sila u radijalnom smjeru na svako tijelo dan je izrazom:

M2G ! 1
Frw<l+22'<k”>>. (5)
1 sin

n—1 1 .
Valja dati kratko obrazloZenje odakle dolazi faktor (1 +2> 7> . Clan 1

— km
=1 [ kT
()

dolazi zbog Cinjenice da postoji samo jedna dijagonala duljine promjera opisane kruZnice
n—1

2R, a¢lan 2 )

1
— km
=1

()

¢emu je uzeto da postoje po dvije dijagonale istih duljina za svaki k # n.
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Sada se dobiva i kutna brzina @ kojom mora rotirati svako tijelo po pravilnom
2n-teroktu opisanoj kruZnici polumjera R:

M2
M®*R = G 1+2Z

4R? —
sin
2n

MG 1 MG
o= | 5 1+2Z =5 | = 22 (6)
<2n> <2n>

k=1 sin k=1 gin

n—1 1
Parcijalnu sumu reda

— km
=1 . [ kT
sin <2I’L>

u izrazu (6) na zalost nije moguce eksplicitno

izraziti jedino u ovisnosti o parametru n, no moguce je razviti funkciju — 0 u
sin(x
Maclaurinov red i uzeti aproksimaciju u obliku prva dva ¢lana reda na nacin:
1 1 " X
sinx) x 6
Tada vrijedi:
n—1 n—1 n—1 n—1
1 2n  km 2n km
—_— = —+—) = — —_—. 7
Z . (kn) Z(lm + 12n> an Jrz 12n )
k=1 sIn 2— k=1 k=1 k=1
n

Po Gaussovoj dosjetki vrijedi'

Z 12n 12112/{7

Poznata je Ramanjuanova aprok51macua za n-tu parcijalnu sumu harmonijskog reda
koja glasi:

n

1 1 1

-~ — - —. 8
Zi:l AR e (®)
Po (8) slijedi:
n—1 n—1
2n  2n 1 2n 1 1
— = E -~ —|In(n—1 — .
ok mimkow (n(” s 2—1)  12(n— 1)2>

Supstitucijom nadenih dviju suma u (7), dobiva se:

= 1 _(n=Dm  2n 1 1
> <k_n)~ o +;<1n(n—1)+y+2(n1)—12(n1)2>. 9)
2n

k=1 sin

Valja napomenuti kako je aproksimacija (9) to to¢nija Sto je n veci.
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Supstitucijom (9) u (6), dobiva se:

o~ L MG (|l dn (1) + 7+ e
~ 2R\ R 12 z \ "= mo17) )

(10)
Izraz (10) tek je gruba aproksimacija izraza (6) pa za manje n treba Koristiti izraz (6),
no za veée n poZeljno je Koristiti izraz (10) zbog jednostavnijeg racuna i vrlo male
pogreske.

* % x
Primjer 4. Homogena opruga mase m konstante elasti¢nosti k£ duljine lp ovjesi se
o strop. Kolika je duljina opruge ! ako opruga neopterecena miruje?
Rjesenje. Promotrimo vrlo mali element mase opruge duljine Ax. Na njega djeluju
tri sile, a to su teZina elementa opruge F, = l—mg, sila opruge prema stropu 7'(x) i sila

opruge suprotno od stropa T(x + Ax) pri ¢emu je s x obiljeZena udaljenost promatranog
elementa od stropa. Tada po uvjetu ravnoteZe vrijedi:

Ax
T(x) = l—mg-i—T(x—i—Ax). (11)
0
Po izrazu (11) vidi se da sila opruge T(x) linearno opada s porastom x pri ¢emu vrijedi:
T(0) = mg
T(l)=0.

Po Hookeovom zakonu izraz (11) i prethodna dva izraza upucuju na to da produljenje
Alp malog elementa mase opruge linearno opada s porastom x pri ¢emu vrijedi:

m
8lo(0) = =F
Aly(1) = 0.

Ukupno produljenje opruge Al zbroj je svih malih produljenja Aly(x). U koordinatnom
sustavu se moze nacrtati graf ovisnosti produljenja elementa mase opruge u ovisnosti
o udaljenosti od stropa. Taj graf je pravac, a graf funkcije na intervalu x € [0,]]
je duzina koja pripada tom pravcu. Na osi ordinata tom intervalu odgovara interval

m . -, . . . L o
Aly € |0, Tg} . Kako je duzina centralno simetricna s obzirom na njezino poloviste, a

postoji bijekcija s intervala Aly € [0, Tg} na promatranu duZinu na osi ordinata, to
slijedi da su i vrijednosti produljenja elemenata masa simetri¢no rasporedene s obzirom

na poloviste opruge, odnosno oko vrijednosti % 1z toga se zakljucuje da je zbroj svih

malih produljenja elemenata opruge jednak upravo Al = ’;—]‘f , a iz toga slijedi kona¢no

rjesenje:
mg

= A: .
=1+ Al l0+2k
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Zakljucak

Kroz ova Cetiri primjera pokazana su neka obiljeZja simetrije u klasi¢noj mehanici.
Posebno se moglo uoditi kako je simetrija posebno oruZje u rjeSavanju sloZenijih zadatka.
Prilikom rjeSavanja danih primjera uocavaju se sljedece bitne primjene simetrije:

e Cesta je invarijantnost simetricne konfiguracije s obzirom na odredene transforma-

cije sustava,

e konstrukciju rjeSenja uz dane uvjete obi¢no je korisno zapoceti simetrinim
konfiguracijama, odnosno odmah postaviti uvjet simetri¢nosti rjeSenja,

e simetrija u velikom broju slucajeva olakSava pronalazak matematickog rjeSenja
jednadzbi koje bi bez simetrije bile znatno sloZenije ili uopée nerjesive.

Svaka od navedenih stavki ukratko ¢e biti objaSnjena kroz koriStena Cetiri primjera.

U primjeru 1 klju¢no je bilo uociti ¢injenicu da se kukci u svakom trenutku nalaze
u vrhovima pravilnog n-terokuta. Ta je tvrdnja posljedica rotacijske simetrije pravilnog
mnogokuta. Naime, rotacijska simetrija upucuje na cinjenicu da ¢e pri opisanom
gibanju (transformaciji) sustava kukci upravo zadrzavati tu istu rotacijski simetricnu
konfiguraciju u odnosu na to¢ku u kojoj ¢e se susresti.

U primjeru 2 valjalo je pronaci konfiguraciju koja je stabilna uz dane uvjete, odnosno
prije matematickog pristupa problemu trebalo je pronadi geometrijsku konstrukciju
problema. Na temelju istih konstanti elasti¢nosti svih niti i homogenosti mase ploce
pretpostavljena je simetri¢na konfiguracija koja je zatim konstruirana i naknadno je
ispitano zadovoljava li ta konfiguracija fizikalne uvjete koje problem namece.

U primjerima 3 i 4 ocitovala se posljednja stavka. Simetrija je uvelike olakSala
provodenje matemati¢kog proracuna. Kad u primjeru 3 konfiguracija nebeskih tijela ne
bi bila centralno simetri¢na, fizikalne jednadZbe postale bi znatno rigoroznije, pojavili bi
se nelinearni ¢lanovi i diferencijalne jednadZbe, no centralna simetrija i jednakost masa
omogudili su elegantno rjeSavanje problema.

U primjeru 4 bilo bi znatno teZe odrediti ukupno produljenje opruge da nije iskoriSteno
svojstvo grafa linearne zavisnosti — centralna simetrija intervala s obzirom na aritmeticku
sredinu rubnih tofaka tog intervala. Pokazano je kako je ta simetrija ekvivalentna
centralnoj simetriji duZine s obzirom na njezino poloviSte. To upucuje na ¢injenicu da su
produljenja elemenata opruge simetricno rasporedena s obzirom na poloviSte opruge, a
odatle je utvrdeno kako ukupno produljenje odgovara aritmeti¢koj sredini rubnih tocaka
promatranog intervala.
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