Newtonov pravac Cetverokuta i

Predrag Loncar!

Uvod

Neka je ABCD konveksni Getverokut sa stranicama AB, BC, CD i DA, duljina
redom a, b, ¢ i d, takvim da je a+ b+ c+d > 2 - max{a,b,c,d} (nejednakost
&etverokuta). Duzine AC i BD su dijagonale etverokuta ABCD. Neka je p duljina
duzine AC, a ¢ duljina od BD. Neka je tocka M poloviste dijagonale AC, N
poloviste od BD. Upotpunimo konveksni ¢etverokut ABCD do potpunog ¢etverovrha
(Cetverostrana) tako da produljimo njegove nasuprotne stranice. Uzmimo da se pravci
AB 1 CD sijeku u tocki E, ABNCD = E, a da se pravci BC i DA sijeku u tocki F,
BCN DA = F. Duzina EF je treca dijagonala potpunog &etverostrana ABCDEF , koji
je nastao iz etverokuta ABCD. Neka je tocka L poloviste duzine EF .

E

Slika 1.

Povr§inu Cetverokuta ABCD oznadit éemo s P, a povrsinu trokuta ABC s P(AABC).
Nadalje, s |[MN| ozna¢it éemo udaljenost to¢aka M i N. Konveksni éetverokut ABCD
odreden je s pet elemenata.

U daljnjem ¢emo provoditi dokaze pomocu vektora. Neka je O proizvoljna tocka u

ravnini konveksnog cetverokuta ABCD. Za neku to¢ku P u toj ravnini s 75 oznadit
. o . o o . —

¢emo radijus vektor tocke P s obzirom na O kao pocetnu tocku, tj. vektor 75 = OP.
Tako ¢emo napraviti i za sve ostale to¢ke u ravnini Cetverokuta ABCD uzimajudi
odabranu tocku O za pocetak svih radijus vektora koje ¢emo koristiti. Pri tome poloZaj
tocke O u ravnini Cetverokuta necée biti uvijek isti, ve¢ ¢emo je birati tako da se izvodi
StoviSe pojednostavne.
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U cCetverokutu ABCD (slika 1) vrijedi:

— — — 1 /— — — —
MNzON—OM:§<B+0D— A—OC) (1)
6.
— 1 /— — 1 /— —
MNZE(A +CD>:§(D+CB).

Definicija 1. Tri tocke P, Q i R koje leze na jednom pravcu su kolinearne tocke, a
tri pravea p, q i r koji prolaze istom tockom su konkurentni pravci.

Kolinearnost toc¢aka P, Q i R piSemo PR = }u"_Q> za neko realno A, A # 0.

U daljnjem ¢emo koristiti pojmove skalarnog i vektorskog produkta dvaju vektora.
Detaljnije o skalarnom produktu moZete naci u [1], a o vektorskom produktu u [2]. Neka

. .. — v — — —
je rp duljina (norma) vektora 7p , §to piSemo: rp = |7p| =\/7p - Tp.

Tocke P, O i R su kolinearne jedino u slucaju da je P—Q) x PR = 0. RaspiSimo uvjet
P—Q) x PR =0 koriste¢i za ishodiste bilo koju to¢ku O u ravnini ¢etverokuta. Imamo:
— — — — — —
PQ x PR = (0Q — OP) x (OR — OP)
— — = — — —_— = —
= 0Q X OR — OP x OR — OQ x OP + OP x OP,
tj.
— — — — — — — —
PO x PR = OP x OQ + OQ x OR 4+ OR x OP. 2)
. . .y . . . 4 et
Pri tome smo koristili svojstva vektorskog produkta: antikomutativnost, — OP X OR =
- s . et 4 = . . . . .o
OR x OP 1 OP x OP = 0. Pogledajmo izraz na desnoj strani relacije (2). Iz (2)
vidimo da on uopce ne ovisi o ishodiStu O, ve¢ samo o to¢kama P, Q i R. Stavljajuci
u taj izraz O = P, i koristeci PP =0 dobijemo P_Q) x PR. Stavljajuci u izraz O = Q
.. - - . . . . g4 - . .
dobijemo QR x QP, a stavljaju¢i O = R dobijemo RP x RQ. Time smo pokazali da
— — — — —> — — —
je PO x PR = OR x QP = RP x RQ . Otprije znamo da je duljina vektora PQ x PR
jednaka (do na predznak) povrSini paralelograma razapetog vektorima P—Q> i ﬁ?,
odnosno +2P(APQR). U daljnjem koristimo oznaku [PQR] za algebarsku povr§inu
APQR, dakle [POR] je pozitivna povrs§ina APQR ako je orijentacija njegovih vrhova
P, Qi R suprotna od smjera kazaljke na satu, a [POR] je negativna povrsina APQOR u
protivnom sluéaju. Uo¢imo da vrijedi [POR] = —[PRQ)] i da, zbog relacije (2), imamo
[POR] = [QRP] = [RPQ]. 1z (2) slijedi

P(APQR):|[PQR]|:% OP x 00 + 00 x OR + OR x OP|. (3)

Sada moZemo izreci sljedecu lemu.

Lema 1. Neka su P, Q i R tri tocke u ravnini, a 7[:, r—Q> I 715 njihovi radijus
vektori s obzirom na istu tocku O. Tocke P, Q, R su kolinearne ako i samo ako vrijedi:

T X Tg +7g X 18 + 7R x 75 = 0. (4)

I%|
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Dokaz. Prema (2) imamo:
— —
Tp X Fg + 1o X T + g X 1p = PQ X PR.

— — =
No PQ x PR =0 ako i samo ako je P(APQR) =0, (3). No to je ako i samo ako su

to¢ke P, Q i R kolinearne, tj. jedino u sluéaju PR = M‘@ za neko realno A. O

_
Definirajmo sada vektor A pog:

_
APQRZ?PXV-Q)-FV_Q)X?R-FF—R}XF—)P- (3)

Definicija 1 je valjana, jer prema (2) vektor A por Ne ovisi o izboru ishodi§ta O
promatranih radijus vektora. Lema 1 kaZe da su tri tocke P, Q i R kolinearne ako
i samo ako je ./—4)PQR = 0. Uzmimo da je to¢ka Q izmedu tocaka P i R i da je O
izabrano tako da je orijentacija O, P i R suprotna od kazaljke na satu. Tada uvjet (4) iz

leme 1 kaZe da je uvjet kolinearnosti takvih triju to¢aka P, Q i R ekvivalentan uvjetu
izmedu triju pozitivnih povr§ina AOPQ, AOQR i AOPR:

P(AOPR) = P(AOPQ) + P(AOQR).

Za tri kolinearne tocke P, Q i R, koje leze na nekom po volji orijentiranom pravcu,

P P P
definirajmo djeli$ni omjer M trojke P, Q i R ovako: @ = M, ako su vektori
[OR] [OR]  |OR|
S = . .. [PO] [P .52 . 2
PQ i OR jednake orijentacije, i @ = f@, ako su vektori PO i QR suprotne
orijentacije. Spomenimo formulu
@ xV VP =[EPVP (6)

koja vrijedi za bilo koja dva vektora i v, a slijedi iz definicije vektorskog i

skalarnog produkta.
Zadatak 1. PokaZite da u Cetverokutu ABCD vrijede formule:
— — —_ = — —
AC-BD =AB-CD+AD -BC
— == —_ == —
AC x BD = AB x AD + CD x CB.

Newtonov pravac Cetverokuta

Pokazimo da vrijedi tzv. Newtonov teorem.

Teorem 1. Tri polovista dijagonala AC, BD i EF svakog potpunog Cetverovrha
ABCDEF su kolinearne tocke.
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A+ ¢ 5+ L+ TR
Dokaz. Vrijedi iy = ——C 7y = % i = % Koristeéi (5) i
svojstva vektorskog produkta dobivamo

— — — — —
A Aune = Aage + Acsr+ Acpe + Aapr. (7
Kako su tocke A, B, E; C, B, F; C, D, E te¢ A, D, F Kkolinearne (vidi sliku 1),

. . — — — . — .o
po lemi 1 imamo: Aagg =0, Acgr =0, Acpe =0 1 Aapr = 0. Relacija (7)

daje .71MNL — 0. Dokazali smo da vrijedi uvjet (4) iz leme 1 za tocke M, N i L, pa
zakljucujemo da su toc¢ke M, N i L kolinearne. [

Drugi dokaz teorema 1, pomocu Menelajevog teorema, moze se nacéi u [3]. Gauss
je prvi strogo dokazao da su poloviSta M, N i L dijagonala Cetverovrha ABCDEF
tri kolinearne tocke i da one leZe na pravcu kojeg je proucavao Newton. Stoga se
ovaj zove Newton-Gaussov ili Newtonov pravac Cetverokuta ABCD. Newtonov pravac,
oznadimo ga s A, postoji za svaki ravninski Getverokut ABCD, osim za one kod kojih
je M = N, tj. osim za paralelograme (sjetimo se da je paralelogram takav konveksni
Cetverokut kojemu se dijagonale raspolavljaju). Jedno ocito svojstvo Newtonovog pravca
N &etverokuta ABCD je da su nasuprotni vrhovi Cetverokuta A i C jednako udaljeni
od NN(jer M € N). Isto vrijedi i za nasuprotne vrhove B i D &etverokuta ABCD (jer
NeN).

Uocimo jednu istaknutu to¢ku Newtonovog pravca N': poloviste G duzine MN. Za
G vrijedi,

— — — —
— — A T rC 8 T I'p — — — —
— FM+}"N 2 2 rA+rB+rc+rD
6= = > = : . (8)

Relacija (8) tvrdi da je poloviste duZzine MN ujedno teZiSte G sustava od Cetiri vrha
Cetverokuta ABCD, koji svi imaju iste teZine, odnosno fizikalno gledajudi, koji svi imaju
iste mase. Valja napomenuti da to¢ka G u relaciji (8) nije teZiSte Cetverokuta ABCD.

TA + T8 + 7¢
Sjetimo se da je u slucaju trokuta ABC to¢ka G dana s 7g = M, teziste

sustava od tri vrha trokuta ABC koji svi imaju iste teZine, i ujedno teZiSte povrSine
unutar trokuta ABC. No kod cetverokuta, teZiste sustava jedini¢nih masa u vrhovima
Cetverokuta i teZiSte Cetverokuta odredenih tim vrhovima su opcenito dvije razlicite
tocke.

Zadatak 2. Vektorskom metodom, koriste¢i formulu (1), dokaZite da vrijedi Eulerov
teorem
P+ d=pP+ ¢+ 4MN 9)

Jedno svojstvo Newtonovog pravca

Lema 2. Neka Newtonov pravac N konveksnog cetverokuta ABCD sijece duZinu
AD ili njezin produzetak u tocki I i duzinu CB ili njezin produZetak u tocki J. Tada
vrijedi jednakost djelisnih omjera dviju trojki kolinearnih tocaka A, I, D i C, J, B

A1) [CJ]

@: m (10)
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— - . — - . —_ . — . . .

Dokaz. Neka je a = AB i d = AD. Vektori @ i d su linearno nezavisni, pa
postoje pozitivni realni brojevi o i B takvi da je AC = ad@+ Bd (vidi sliku 1).
Sada je, s jedne strane Al =2d , za neko realno A, a s druge, zbog I € N, postoji

—
i+ d od —|— B d

+(l—p)—F—
i+ d +Bd
O( —

realan broj p tako da Al = ,um + (1 - u)m =

Izjednac¢imo 1i te dvije relacije, imamo:

-
Odatle, zbog linearne nezavisnosti vektora d i d, dobivamo sustav od dvije
linearne algebarske jednadZbe s dvije nepoznanice, koji nakon rjeSavanja daje:

B—o . 1 [Al] A o—p o .

— - . Odavde = — = li vektorsk

A 2(1—05)1H o Oave[ID] - OH_B_z,llve orski

(oc—i—B—Z)XI> = (a—ﬁ)ﬁ). Slican racun se provodi i za to¢ku J. Naime, iz BJ = 2, BC
a+p—-2 . B

— iy = .

2(1 — ) l-a

.= — — .
i B/ = BN + (1 — u;)BM dobivamo analogno: A; = —

CcJ M =1 _
Odavde {JB} l—ll = a?—ﬁliZ ili vektorski (a+ﬂ72)6j} = (O‘*B)J—B)- Sada
Al _
vidimo da vrijedi: u = @ — aiﬂ i dokaz je gotov. [J

D] ~ [UB] ~ a+B -2

U slutaju a — B =0 je N =AC, auslutaju o+ —2=0 je N =BD u lemi
2, 1 jednakost djeliSnih omjera u (10) vrijedi i tada. Lema 2 tvrdi da Newtonov pravac
N dijeli duzine AD i CB u jednakim djelisnim omjerima. Posve e analogno bi dokazali
da Newtonov pravac A dijeli i drugi par nasuprotnih stranica DC i BA &etverokuta
ABCD u jednakim djeliSnim omjerima.

Anneov teorem i njegova primjena

Postoji jedna karakterizacija Newtonovog pravca, koja je dana Anneovim teoremom i
njegovim obratom.

Teorem 2. Neka je X bilo koja nutarnja tocka na Newtonovom pravcu N Cetverokuta
ABCD, koji nije paralelogram. Tada vrijedi ova jednakost zbroja povrsina
[ABX] + [CDX| = [DAX] + [BCX]. (11)

I obratno, ako za neku tocku X u ravnini Cetverokuta ABCD vrijedi jednakost (11),
tada je X € N.

Dokaz. DokaZimo samo prvi dio izreke ovog teorema (to je zapravo obrat Anneovog
teorema). Uzmimo O = M, tj. ry = 0. Za tocku X = M lako se provjeri da vrijedi:
1 P 1
[ABM]+[CDM] = E([ABC]wL[CDA]) =71 [DAM|+[BCM] = E([DAC]wL[BCA]) =
pa je [ABM] + [CDM| = [DAM] + [BCM]. Relacija (11) za toCku M daje
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|74 X 75 +7¢ X p| = |rp X 74 + 73 X 7¢|. Oznadimo:
S=|7 X715+ 7¢ x 15| = |rp X A + 75 x 7C|. (12)

Za toku N vidi se, na isti na¢in: [ABN]+ [CDN] = — =

3 [DAN] + [BCN]. Neka je

sada X bilo koja nutarnja tocka pravca N'. Tada je
)

1
za neko realno . Povrsina AABX je po (3) §|r_A) X Tp + 7 X Tx + Tx X Tal, $to se

v, v
svodi na —'( )VAXFB+EVBXFD+EVDX"A

a povrsina ACDX je, na isti

v v
nacin, 2’(1 — —)r-c> X Tp — 573) X 75 + Er-B) X r-é’ Kako trokuti ABX i CDX imaju
istu orijentaciju, zbroj pozitivnih povr§ina ABX i CDX za nutarnje to¢ke X pravca N
je:
1

1
5“0%)3xﬁ+%xﬁﬂ+%ﬁxa+@x%ﬂ5& (13)

Pri tome smo u izvodu (13) koristili relaciju (12). PovrSina trokuta DAX je

) )
analogno —'(1 — )r-[) X TA + 27/{ X 75 + Er—B) xrpl, a povrSina od BCX iznosi

0 0
5'<15 5 xchrEr_c) XB—ETB’ X rp|. Za nutarnje tocke X € N zbroj

pozitivnih povrSina ADAX i ABCX je na isti nacin:

1 ) ) 1
A =SB X T T x T+ ST xR x| =58 (4)
2 2 2 2

Pri tome smo i u izvodu (14) koristili relaciju (12). Iz (13) i (14) vidimo da svaka
nutarnja tocka Newtonovog pravca N ima svojstvo (11). I

Napomena 1. Jednakost (11) u teoremu 2 vrijedi za svaku tocku pravca N, jedino
tada nisu sve “povrSine” u relaciji (11) pozitivne, veé su neke od njih negativne. Dokaz
druge, ovdje nedokazane tvrdnje Anneovog teorema, moZe se naci u [4]. Tamo je
graficki dokazano da je skup svih tocaka u ravnini konveksnog Cetverokuta (koji nije
paralelogram) koje zadovoljavaju uvjet (11), pravac koji prolazi tockama M i N, tj.
Newtonov pravac N .

PokaZzimo sada jednu primjenu Anneovog teorema. Neka je cetverokut ABCD
tangencijalni Cetverokut (Cetverokut koji ima upisanu kruZnicu, a njegove stranice su
tangente te kruZnice). Znamo da je jednakost a + ¢ = d + b nuZan i dovoljan uvjet da
Cetverokut ABCD bude tangencijalni cetverokut. DokaZimo sada, koristeci teorem 2,
Newtonov teorem.

Teorem 3. Srediste S upisane kruZnice k tangencijalnog cCetverokuta ABCD, koji
nije romb, lezi na Newtonovom pravcu N .

1 1
Dokaz. Neka je r polumjer upisane kruznice k. Imamo [ABS] = ar, [CDS] = CTs

1 1
[DAS] = Edr i [BCS] = Ebr, i sve su te povrsine pozitivne, jer je S unutar cetverokuta
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ABCD. Sada imamo, koristeci jednakost a +c=d + b
1 1
[ABS] + [CDS] = E(a +o)r= E(d + b)r = [DAS] + [BCS],
pa je ispunjen uvjet (11). Po teoremu 2 je S € A'. O

Povrsina cetverokuta

Povriina P konveksnog &etverokuta ABCD je P = P(AABC) + P(ACDA) (ili
P = P(AABD)+P(ABCD)). Koristimo li (3), dobijemo da je povrSina P &etverokuta
ABCD:

1 — —
P = 5|04 x OB + OB x OC + OC x OD + OD x OA|. (15)

Ova, kao i formula (3), ne ovise o izboru ishodiSta O u ravnini konveksnog
cetverokuta ABCD. Stavimo li u (15) O = A, dobijemo:

1 —» —
P = IAC x BD|. (16)
Neka je ¢ kut izmedu dijagonala AC i BD konveksnog &etverokuta ABCD.

Teorem 4. U konveksnom cetverokutu ABCD vrijedi

2 2 2 (12 2\72
P2 _ (%pq) B [a +c (b* + d*) _ a7

Dokaz. Za vektore @ = AC i Vv = BD imamo, iz (6):

|

i
>+ |AC - Eﬁ|2 =p*¢*

o

_
|AC x

Kako je, prema (16), 2P = |AC x BD| = pq - sin ¢, imamo:
(2P)? + |AC - BD|? = p*¢*. (18)

— =
Imamo |AC-BD| = pq-| cos ¢|. Neka je tocka H; ortogonalna projekcija od B na pravac
AC, a H, ortogonalna projekcija od D na pravac AC (nacrtaj sliku). Vektor I-TIE) je
. .. — . —_— —_— e——

tada ortogonalna projekcija vektora BD na pravac AC, pa je AC - (BD — Hle) =0,

R g — —— R — — ——
tj. AC - BD = AC - HiH, . Odavde je |AC - BD| = |AC - HiH,| = |[AC] - [H,H>]|.
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Koristeéi Pitagorin poucak i orijentirane duZine, imamo:

(@ =0+ (2 —d®) | _|(AH\] — [CH\?) + ([CH))* — [AH,)?)

> 2
- [A;—C].([AHl]—[CH]]—i-[CHz]—[AHz])-
Zato je:
a*+c? —2(b2+d2) _ [Azd .(([AHI]—[AHQ])+([CH2]—[CH1]))‘
_— = [[AC] - [HiH]|.
- (AC - BB = [IAC) - ()| = |5 _2(b2+d2)’ (19

$to zajedno s (18) daje (17). O

Napomena 2. PomnoZimo li (17) sa (16) i koristimo li formulu za razliku kvadrata,
vidimo da za povrsinu Cetverokuta P vrijedi i

16P? = (2pg+ & +¢* —b* —d*) (2pg + b* +d* — a* — ).

Zadatak 3. Iz dokaza teorema 3 izlaze formule za sin @ i |cos @|. NapiSite ih! Iz
1
formule (17) imamo nejednakost: P < qu. Kada vrijedi jednakost i koliki je tada kut

Q?
Citatelj, koji Zeli znati ne$to vise o geometriji Getverokuta, naéi ¢e dosta dodatnih
podataka i zadataka u [5].
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