Jedna trigonometrijska jednakost i neke njene posljedice i

Sefket Arslanagic¢, Daniela Zubovié

U ovom ¢lanku ¢emo dokazati zanimljivu trigonometrijsku jednakost
sina +sinff+siny s 1)
coso +cosfB+cosy R+r

gdje su o, B, y unutarnji kutovi AABC, a s njegov poluopseg te R i r radijusi
opisane i upisane kruZnice tog trokuta.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati sljedece dvije jednakosti:

sin(x—i—sinﬁ—i-siny:% )

cosoc—|—cos[3+cosy:1—|—£. 3)

Dokaz od (2). 1z poucka o sinusima za trokut imamo
. . . a b c a+b+c 2s s
sinoa + sin B+ siny = ﬁ—i—ﬁ—kﬁ_ SR "R &
Dokaz od (3). Imamo poznatu jednakost

cosa—i—cosﬁ—f—cosy:1+4sin%sin§cos%. 4)

sina— 1—coso
2 2

a odavde na osnovu kosinusovog poucka:

Dalje imamo

b+ 2 —a?
A T \/2bc—b2—c2+a2 B 1\/a2—(b—c)2
2 2 B 4bc S 2 bc
_ l\/(a—l—c—b)(a—i—b—c) _ l\/Z(s—b)Q(s—c)
2 bc 2 bc
(s=b)(s—c)
bc ’
.
o [(s=b)(s—c)
sin > = e (5)
te analogno:
sinB —\Js=als=0) (6)
2 ac
i
Y _ [s—a)(s—Db)
sin 2 =\ [ ———— (7
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Nakon mnoZenja jednakosti (5), (6) i (7), dobivamo:

inZann? - 060 [GoaG=g [E=aG=5)
2 2 2 bc ac ab
_ ¢<s—a>2<s—b>2<s—c>2 ) G (G R
a’b?c? abc '
Na osnovu Heronove formule P = /s(s —a)(s —b)(s —c) za povrsinu trokuta i
poznate formule abc = 4PR, iz (8) dobivamo

PZ
o —
sin—sinﬁsinZ =3 = i,
2 2 2 4RP 4Rs
a odavde zbog P =rs

sin % sin g sin g = # 9)
Sada iz (4) i (9) dobivamo
cosa+cosﬂ+cosy:1+£. (10)

1z (2) i (3) slijedi jednakost (1).
Vise raznih dokaza Eulerove' nejednakosti
R >2r (11)
mogu se nadi u [1].
Sada iz (1) 1 (11) dobivamo sljedecu dvojnu nejednakost
ﬁ\ sin o + sin 8 + sin y gi, (12)
3R " coso+cosfB+cosy  3r
gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je @ = f =7y = 60° ili a =b = ¢
(jednakostrani¢ni trokut).

Sada ¢emo dati jedan novi oblik nejednakosti (12). Prije toga ¢emo dokazati
Mitrinoviéevu? nejednakost
3V3R

3\/§r<s<T- (13)

Dokaz. Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri
pozitivna broja redom imamo:

(s_a>+<s;b)+<s—6> > Ys—a)s—b)s—c)

= 3s—(a+b+c)=3-(s—a)(s—b)(s—c)
—=523-Y(s—a)(s—b)(s—c) = s =27(s—a)(s—b)(s—c)
> 27s(s —a)(s — b)(s —¢) <= s*=27P* = s* > 2717

2717 < 5 >33 (14)

S

Z
2
= 5>

! Leonhard Euler (Ojler), 1707.-1783., §vicarski matematic¢ar
2 Dragoslav S. Mitrinovié, 1908. —1995., srpski matematicar
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Uvr§tavanjem u poznatu nejednakost:

(x+y+27>30y+yz+z) (v, y,z€R)

<<:> l[(xfy)er(yfz)er(z—)c)z] 20)

2
X="ry,, y=rp, 2=rc, gdjesu r,, rp, r. radijusi pripisanih kruznica AABC, dobivamo
(ra+r,+ rc)2 2 3(rarp + rpke + rera). (15)
P P P
Kako je r, = T , Te = , to imamo (radi ab + bc 4+ ca =
s—a s—b s—c¢
s>+ 2 +4Rr):
P P P 1 1 1
Fat+r,+r.= + + =P + +
s—a s—b s—c s—a s—b s—c
_p. (s=b)s—c)+(s—a)s—c)+ (s—a)(s—Db)
B (s—a)(s—Db)(s—c)
_p 352 —2s(a+b+c) +ab + bc + ca _p 352 — 45> + s> + > +4Rr
B (s—a)(s—Db)(s—c) o P2
s
4+ 4Rr  r(4R +7)
— P — 75 :4R+r7
N s
tj.
rg+r,+r.=4R +r (16)
te
P2 P2 P2
Falb Il rela = e ) T =) 5—0) G- —a)
_ Ps—a+s—b+s—c) :P2.3s—(a+b+c) _ 2
(s—a)(s—Db)(s—c) P2 ’
s
tj.
Falp + FpFe + rorg = $°. (17)
Sada iz (15), (16) i (17) dobivamo:
(4R + 1) > 35> < 4R +r > sV3. (18)
Zbrajanjem nejednakost (14) u obliku % > r 1 nejednakost (18), imamo:
4R+F+L>V+S\/§ <= 4R > & <= sgﬂR.

3V3 3V3 2

Ovim je nejednakost (13) dokazana.

Jednakost u (13) vrijedi ako i samo ako je x =y =27 <= r, =1 =1, =
P P

P
= = <= a = b = ¢ (jednakostrani¢ni trokut).
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Zbog nejednakosti (13) imamo nejednakosti:

3V3
s 2% V3R
3r - 3r  2r’

te

3R 3R R’
pa sada nejednakost (12) postaje
2/3r o sino + sin B + siny o V3R
R~ cosa+cosP+cosy = 2r

2s N 2.3v3r  2V/3r

Dat ¢emo jo$ jedno poboljSanje nejednakosti (14) koje glasi

27
§* > er. (19)
1z nejednakosti (14) imamo:
52 > 2717
Sada ¢emo dokazati nejednakost:
27 1
S Rr > 277 — SRr > P <= Rr>2r* < R>72r, (20)

a ovo je Eulerova nejednakost koja vrijedi pa je i nejednakost (20) tocna, tj. vrijedi i
nejednakost (19).

DokaZzimo nejednakost (19).

Dokaz. Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri
pozitivna broja imamo:
a+b+c
3
a odavde zbog abc = 4RP = 4Rrs:

(25)* > 27-4Rrs <= 85 >27-4Rrs | :4 <= 2s* > 27Rr,

> Vabc < (a+b+c)’ > 27abc,

tj.
27
2> " Rr
S 2 7.

Dokazat ¢emo jo$ nekoliko nejednakosti koje vrijede za AABC.

Nejednakost 1. Vrijedi nejednakost:
abc

472 L ——
g a+b+c

(20)

Dokaz. Dana nejednakost je zbog a + b + ¢ = 25 1 abc = 4RP = 4Rrs ekvivalentna
s nejednakoscu:
4Rrs

2s
a ovo je Eulerova nejednakost koja vrijedi, pa je onda toc¢na i nejednakost (20).
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Nejednakost 2. Vrijedi nejednakost
abe < (RV3)3. (21)
Dokaz 1. Zbog abc = 4RP = 4Rrs, dana nejednakost je ekvivalentna sa nejednakoscéu:
4Rrs < 3V/3R®

3\/_R

< 4rs < 3V3R? <= (zbog nejednakosti (13)) 4r < 3V3R?

<= R?>>2Rr <= R >2r,
a ovo je Eulerova nejednakost koja je vrijedi, pa je tocna i nejednakost (21).

Dokaz 2. 1z nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna
broja imamo:

\3/@< a+b+c
= 3

2 3R
Vabe < ?s <= (zbog nejednakosti (13)) Vabe < \/_ /3
— abc < (RV3)°.

Nejednakost 3. Vrijedi nejednakost:
1 1 1 1 1
< —4+—4+—< —. 22
R? = bc * ca * ab ~ 4r2 (22)
Dokaz. Dana nejednakost je redom ekvivalentna s:
i<a+b+c<1 1<25<1 1<1<1
R =~ abc T 4r? R? " 4Rrs ~ 4r? R2 " 2Rr ~ 4r%¥’
a ova dvojna nejednakost je to¢na zbog Eulerove nejednakosti R > 2r. Dakle,
nejednakost (22) vrijedi.
Nejednakost 4. Vrijedi nejednakost'
3617 < a? + b + ¢ <9R%. (23)

Dokaz. Na osnovu nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sredine imamo:

[a® + b + ¢? S a+b+c
3 - 3 ’

a odavde zbog nejednakosti (13), tj. s > 3+/3r ili 25 > 61/3r dobivamo:

2
,/%22\/@/2’

a>+b*+* =367
Poznato je da vrijedi jednakost (vidi [1], str. 435-437)
|OH|)? = 9R* — (a* + b* + ¢?),

gdje je tocka O centar opisane kruZnice, a tocka H ortocentar AABC. Posto je
|OH|? > 0, slijedi:

tj.

9R* — (@®> +b*+¢*) >0,
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tj.
a* +b* + * <9R%.
Nejednakost 5. Vrijedi nejednakost:
B9 1 11 s V3
R 2s "a b ¢ " 3Rr " 2r
Dokaz. 1z nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za tri pozitivna
broja imamo

(24)

a—i—b—i—c} 3
3 1 1 1’

a b ¢
a odavde
1+1 9
a b ¢ a+b+c’
tj.
1 L 1 n 1 9
b ¢” 2
2
odnosno zbog nejednakosti (13), tj. — > ———:
s~ 34/3R
1 1 1_9_+3
-ttt -2 == —.
a+b+c 2s R

Koristeéi poznatu nejednakost
(a+b+c)* > 3(ab+bc+ca) (a, b, c €R)

imamo:
452
T}aberchca
ﬁ>abc<l+l+l><:>l+l+l<4_szi
- a b ¢ a b ¢ 3 abc
a b ¢ " 3-4Rrs a b ¢ " 3Rr

a odavde zbog nejednakosti (13), tj. s <

1,11 s V3
a b ¢ " 3Rr " 2r
Napomena. U ovih pet nejednakosti jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut
jednakostranicni.

3V3R
=
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