MATEMATIKA
Nizovi u Pascalovom trokutu i

Filip Vucié!

U clanku ¢e biti pokazan izvod sume niza kvadrata prirodnih brojeva i sume niza
potencija broja 2 koristeéi svojstva Pascalovog trokuta. Uobicajeni izvod sume niza
kvadrata prirodnih brojeva radi se sumiranjem kubova [2].

Suma niza kvadrata prirodnih brojeva

el

Na slici 1 prikazan je Pascalov trokut zarotiran za 45° [1] s istaknutim stupcem
k = 4. Pascalov trokut ima op¢i ¢lan a,x koji je dan izrazom

ani=(})- ()
n/k]0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 |1
1|1 1
2 |1 2 1 0
301 3 3 1 [0
4 |1 4 6 4 [0
5 (1 5 10 10 [§
6 |1 6 15 20 [15 6
7 |1 7 21 35 |85 21 7
8 |1 8 28 56 [70] s6 28 8 1
9 |1 9 36 84 [126 126 84 36 9 1
10 |1 10 45 120 [2100 252 210 120 45 10 1

Slika 1. Pascalov trokut zarotiran za 45° s istaknutim stupcem k = 4.

Promotrimo sume nizova kvadrata prirodnih brojeva ¢iji je prvi ¢lan 12, a posljednji
7%. Promatrane su sume redom:
12=1
12422=5
12422+32=14
12+224+324+42=30
12422432 +424+52=55
12422432 +4>+52+6°=91
12422+ 32442+ 52+ 62 + 7% = 140.

! Ucenik je 2. razreda I. gimnazije u Zagrebu; e-posta: fico.sah@gmail.com
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Valja uociti da se te sume mogu pisati u obliku:

1’=1=1-0
1°?4+22=5=5-0
1°4+224+32=14=15-1
17422432 4+4°=30=35-5
P4+22 432442452 =55=70—-15
1P 4+22 432 +42+54+6"=91=126-35
17422+ 32+ 42+ 52+ 6%+ 7> = 140 = 210 — 70.

Usporedivanjem prethodno napisanih suma i istaknutog stupca na slici 1 moZe se
pretpostaviti da vrijedi

12+22+32+...+n2:(”13)—(”Il>, neN. 2)
Matematickom indukcijom pokaZimo da vrijedi izraz (2).

Dokaz. Nakon sredivanja izraza (2) dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom

u sljedeca tri koraka:
1. dokaz da tvrdnja vrijedi za n =1,
2. pretpostavka da tvrdnja vrijedi za neki k € N,
3. dokaz da iz pretpostavke slijedi da tvrdnja vrijedi za broj k + 1.

Treba srediti izraz:

(753) < (741) = D Dok U o Dnln— 1) =2)

* 4 4! 4!
—n(n+ 1)(”+3)(n+2)4—!(n— 1)(n—2)
:w, zan € N.

Tvrdnja koju dokazujemo moZe se pisati u obliku:

1)(2 1
12+22+32+._.+n2:w_ (3)

Baza indukcije. Treba pokazati da izraz (3) vrijedi za n = 1.

UvrStavanjem n = 1 u (3) dobiva se 1 = 1 Sto znaci da tvrdnja vrijedi za n = 1.
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Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da za neki k € N vrijedi

)2k + 1
12+22+32+...+k2:w. @)

Korak indukcije. Koristeéi pretpostavku treba pokazati

1 2)(2
12+22+32+...+k2+(k+1)2:(kJr Jk+2)2k+3)

Prema pretpostavci (4) vrijedi:

k(k+1)(2k + 1
12+22+32+...+k2+(k+1)2:—( + D@k+ 1)

= . %)
Po principu matematicke indukcije tvrdnja, koju dokazujemo, vrijedi za sve prirodne
brojeve.
Iz navedenog proizlazi
Tvrdnja 1.
nn+1)2n+1) —k(k—1)(2k— 1)

B4 k+17> 4. +n*= Z ., k,neN, k<n.

Suma niza potencija broja 2

Na slici 2 prikazan je Pascalov trokut na kojemu je istaknuto jo§ jedno njegovo
SVojstvo.

n/k|] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0| 1

101 1

21 Mo

301 3 3 1

4|1 4 4

501 5 10 M0 s

6| 1 6 15 20 15 6

711 7 21 35 35 21 7

8|1 8 28 56 70 56 28 8

9 |1 9 36 8 126 [126] 84 36 9 1
101 10 45 120 210 252 210 200 45 [0 1

Slika 2. Jos jedno svojstvo Pascalovog trokuta.
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Promotrimo isto oznadene brojeve:
1+1=2
1+3+6=10
1+5+15+35+70=126
1 +7+ 28+ 84 = 120.

To se svojstvo moZe zapisati na ovaj nacin

(k)= () + () + () + () = (2) ©

Odredimo sumu s(n) svih ¢lanova u n-tom retku. Ona se moZe pisati

= (§)+ (1) + (3) -+ (2) g

Izraz (7) odgovara broju nacina na koji se iz n-Clanog skupa mozZe izabrati k-Clani
podskup (k € {0,1,2,3,...,n}). Za svaki od n elemenata moZe se odrediti hoée 1i ili
nece biti u nekom podskupu pa je to 2" mogucih podskupova. Kako su prebrojavana
dva ista izraza, zakljucuje se

= () +(D)+(5)++ (1)

s(n) = 2" (8)

Valja uociti da se pomocu navedenog svojstva moZe izraCunati suma niza

a iz toga

204204224 ...42", neN,.

Na slici 3 koristen je izraz (6).

Na slici 2 dan je primjer kako naéi sumu prethodnog niza pomocu svojstva (6)
Pascalovog trokuta.

nfk {0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 I 5 10 10 5 1

6 I 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 |1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Slika 3. Odredivanje sume niza potencija s bazom 2.
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Zbroj oznacenih brojeva u k-tom stupcu od 0O-tog do n-tog retka jednak je broju
oznacenog u (n+ 1)-om retku i (k 4 1)-om stupcu. Sa slike 3 moZe se pisati

2042t 422423 4 2v =25 1,
a to se moZe poopciti na nacin
204204224 42" =2""_1, neN,. (9)
Drugi je mogucdi nacin za izvod sume (9) pomocu Pascalovog trokuta. TraZi se suma
svih ¢lanova od 0-tog do n-tog retka pa se svi ¢lanovi pokriju po stupcima do n-tog

retka, a kako je zbroj svih tih ¢lanova traZena suma, koriste¢i svojstvo (6) ona se
iskazuje kao u izrazu (9).

Tvrdnja 2. 28 + 2FF1 4 0k2 4 pon—ontl ok k p e Ny, k <n.
Zadatci

Zadatak 1. Na koliko se nacina broj 2019 moZe zapisati kao zbroj prirodnih brojeva?

20+2l+22_~_._._~_2m

Zadatak 2. Za m — oo nadite limes izraza
2m+2

Zadatak 3. Zbroj kvadrata Cetiriju uzastopnih prirodnih brojeva iznosi 174. Nadite
te brojeve.

Zadatak 4. U ravnini je dano 2019 tocaka od kojih nikoje tri nisu na istom pravcu.
Koliko je trokuta odredeno tim to¢kama?

Zadatak 5. U ravnini je dano 2019 tocaka u opéem poloZaju takvih da nikoje tri
ne leze na istom pravcu i nikoje Cetiri ne leZe na istoj kruZnici. Koliko je kruZnica
odredeno tim to¢kama?

Zadatak 6. Nadite sumu 9 + 18 +30+45+ ...+ 108.
RjeSenja zadataka

RjeSenje zadatka 1. Ispisujmo sve kombinacije za male brojeve dok ne uocimo
pravilnost.
1=1
2=2;2=1+1
3=3;3=24+1;3=1+2;3=1+1+1
4=4;4=143;4=34+1;4=24+2;4=1+1+2;4=1+4+241;4=2+1+1;
4=1+1+1+1

Za broj 1 postoji 1 kombinacija. Za broj 2 postoje 2 kombinacije. Za broj 3 postoje
4 kombinacije. Za broj 4 postoji 8 kombinacija. Lako se uocava da je broj kombinacija
potencija broja 2 takva da je u eksponentu broj umanjen za 1 od zadanog, pa je za svaki
n € N ukupan broj kombinacija jednak 2"~! iz Cega slijedi da je za n = 2019 traZeni
broj nac¢ina jednak 22018,
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RjeSenje zadatka 2. Sumu 2° + 2! 422 4 ... 4 2™ moZemo pisati kao 2"*! — 1 pa
uvrStavanjem u pocetni izraz dobivamo
042" 422442 2 (1 1 )71

lim lim ——— = lim (- — ——
M— 00 om+2 m—oo  2m+2 m—oo \ 2 om+2

=3
RjeSenje zadatka 3. Trazeni zbroj moguce je pisati u obliku

174 — nn+1)2n+1) —k(k—1)(2k— 1)
5 .
Budu¢i da su u pitanju Cetiri uzastopna broja (neka je k najmanji, a n najveci), moze
se pisati n = k + 3. UvrStavanjem n = k + 3 u prethodni izraz, dobiva se
174 — (k+3)(k+4)2k+7) —k(k—1)(2k — 1)
= 5 )

Rjesenje gornje jednadzbe je k = 5, odakle slijedi da su trazeni brojevi 5, 6, 7, 8.

Rjesenje zadatka 4. Od ukupno 2019 tocaka biraju se tri tako da redoslijed odabira

nije bitan. Stoga je traZeni broj jednak (20319) :

RjeSenje zadatka 5. KruZnica je jednoznacno odredena ako su joj dane tri rubne tocke
ili srediste i jedna rubna tocka. Zato je ukupan broj kruznica koje je moguce odrediti
tim to¢kama jednak zbroju kruZnica koji je mogude odrediti tim to¢kama za oba slucaja.
Buduci da nikoje Cetiri to¢ke ne pripadaju istoj kruznici, sigurno je da niti jedna kruZnica
nece biti brojana dva puta. Od 2019 tocaka biraju se dvije, ali ovoga je puta redoslijed
odabira bitan jer nije svejedno koja je tocka srediste, a koja je rubna pa je to 2019 -2018
kruZnica kojima je srediSte i jedna rubna to¢ka odredeno zadanim to¢kama. Od 2019
to¢aka biraju se tri bez ponavljanja i redoslijed odabira nije bitan jer su sve to¢ke rubne
pa je to (20319) kruZnica kojima su dane tri rubne tocke. Iz toga se zakljucuje da je
2019 )

ukupan broj kruZnica odreden tim to¢kama jednak 2019 - 2018 + ( 3

RjeSenje zadatka 6. Dani niz moZe se pisati kao
9+ 184+30+45+...+108=33+6+10+ 15+ ...+ 36).

Uo¢imo kako se niz 3+ 6+ 10+ 15+ ... + 36 nalazi u stupcu k = 2
Pascalovog trokuta pa prema svojstvu (9) ocitamo da je suma tog niza jednaka
14346+10+...4+436—1=120—-1 = 119, a traZena je suma trostruko veca od
sume niza 34+ 6 + 10+ ...+ 36 pa je stoga traZena suma jednaka 3 - 119 = 357.
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