Dokazivanje nejednakosti pomocu rastavljanja na faktore i

Sefket Arslanagic'

Jos u osnovnoj $koli kod skracivanja razlomaka raznih oblika koristili smo rastavljanje
sloZenih brojeva na proste faktore. Sada ¢emo na nekoliko raznovrsnih primjera pokazati
kako se pomocu rastavljanja na faktore mogu dokazivati razne nejednakosti. Najprije
¢emo poci od lak$ih primjera, da bismo na kraju dali i znatno teZe koji su se pojavljivali

na matemati¢kim natjecanjima.

Primjer 1. Za pozitivne realne brojeve x, y i z vrijedi nejednakost
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y z
Dokaz. Imamo ,
X
S Z4x—y) /- (y>0)

— X —dxy+4>>0
= (x—2y)*>0.
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Kako je posljednja nejednakost istinita, takva je i ona u (2). Analogno se dokazuje i
nejednakost

2
y; > 4(y - 2). 3)

Nakon zbrajanja nejednakosti (2) i (3) dobivamo (1). Jednakost u (1) vrijedi ako i samo
akoje x =2y i y=2z,t. x =2y =4z.
Primjer 2. Ako su a > b > c realni brojevi, vrijedi nejednakost
a*b + b*c + c*a > b*a + d*c + Ab. 4
Dokaz.
a*b + b*c + c*a — b*a — d’c — ¢*b
= (a*b — b*a) — (a’c — b*c) + (*a — c*b)
= ab(a —b) — c(a — b)(a+ b) + c*(a — b)
=(a b)[ab—c(a+b) ]
= (a=Db)la(b—c¢) —c(b—c)]
:wfmwf@wf@>a
jer je a = b > c, Stoga vrijedi i nejednakost (4). Jednakost u (4) vrijedi ako i samo

akojea=>bili b=c.

Primjer 3. Za nenegativne realne brojeve a i b imamo nejednakost
aAb+1)+b(a+1)>d (b+b) +b*(a+a”). (5)
Dokaz. Redom dobivamo
Ab+1)+ba+1)—d(b+b*) —b*(a+d)
= (a’b — a*b?) + (a® — a’b) — (*b* — ab®) — (ab® — b*)
= a’b(a —b) + a*(a — b) — ab*(a — b) — b*(a — b)
= (a—b)[(@’b — ab®) + (a* — *)]
= (a —b)lab(a —b) + (a = b)(a +b)]
= (a—b)*(ab+a+b) >0,
jer je (a—b)*> >0 te ab+a+b > 0. Odavde dobivamo nejednakost (5). Jednakost
vrijedi ako i samo ako je a = b.
Primjer 4. Za sve realne brojeve vrijedi nejednakost
2t 2y > ay(x + y)2 (6)
Dokaz. Nejednakost je ekvivalentna sljedecoj
A=2"42y" — Xy —xy® —2x%? > 0. (7)
Sredivanjem dobivamo
A= =20 +yh) + (0 = 2y) + 0 - )
==y +x =y =y —y)
= =¥+ (=) )
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= (7 =)+ (=)’ (P +ay +)7)
x+: 2+§2
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2
1 3
jerje (> —y*)? >0, (x—y)?>=>0i (x—i— Ey) —|—Zy2 >0 zasve x,y € R.

=@ =)+ -y’

Primjer 5. Za sve realne brojeve x, y i z takve da je x >y > z vrijedi nejednakost
@ =y x5’ =) 2 ey =) b (@ - Px+ = x) =0, (8)
Dokaz. Lijevu stranu L redom transformiramo:

L=xy[P(x—y)+y x =+ —y) — @ =) =2 =) +2(2 — )]

= —y)@y+xy + =2 —yz -tz e —ad =y + 07 0+
==K -2 -2 -2 +x(0° —) -2y —2) —xzly —2) —2* (v — 2)]
==y - -2+ -y —¥r+x7)

=(x =) —2)[(x—2)(® +xz+2%) + ¥ (x — 2) —xz(x — 2)]
=x-y0-dx-)F+yY+7) >0,

jer zbog x >y >z imamo x —y >0, y—z >0 i x —z > 0. Dakle, vrijedi dana
nejednakost.

Primjer 6. Za sve a >0, b > 0 i ¢ > 0 vrijedi nejednakost
1

1 1
@3+#+CS(E+E+Z)>(a+b+@? 9)

Dokaz. Kako je prema danim uvjetima abc > 0, nakon mnoZenja s abc 1 sredivanja
dana nejednakost prelazi u njoj ekvivalentnu
(@ + b + )(ab + be + ca) > abec(a+ b+ ¢)?,
odnosno
(a*b — 2a*bc* + be*) + (a*c — 2a*b*c + b*c) + (ab* — 2ab*c* + ac*) > 0,
tj.
b(a* — ) +c(a* — b*)* +a(b* — *)* = 0.
Kako je @ > 0, b > 0 i ¢ > 0, ova nejednakost je istinita, Sto znaci da je i njoj
ekvivalentna nejednakost (9) takoder istinita. Jednakost u (9) dostiZze se samo u slucaju
a=b=c.
Primjer 7. Za pozitivne realne brojeve a, b i ¢ vrijedi sljedeca nejednakost
a’ b? c? 3

(a+b)(a+c)+(b+c)(b+a)+(c+a)(c+b) Z 3 (10)
Dokaz. Danu nejednakost moZemo zapisati kao
aZb+c)+b*(c+a)+F(a+b)  a*b+ab® + b+ b+ ac® + d’c < 3
(a+b)(b+c)(c+a) 2abc + a?b + ab? + b*c + b +ac? +a* ~ 4’

a nakon sredivanja,

a(b—c)* +bla—c)* +c(b—a)* = 0.
Posljednja nejednakost je istinita jer je @ > 0, b > 0 i ¢ > 0. Zato je i njoj ekvivalentna
nejednakost (10) takoder istinita. Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.
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Primjer 8. Za realne brojeve 0 < x, y, z < 1 vrijedi nejednakost
X y z 1

Tiy 42 Tra 0 TTre 7 53 (n
Dokaz. Radi danog uvjeta vrijedi nejednakost
X y Z
THy 42 T+0 40 Tre 1y
< a + J + < (12)
6+x+y i+ 6+ +y+77 6+x3+y + 7
_ X+y+z
6+ 348
Dokazat ¢emo sada o |
x+y+z
6+ x°+y* 473 S3 (13)
odnosno
3x+y+z) <6+ 4y 2. (14)

Promatrajmo nejednakost
3x <242 . ¥ —3x+2>0. (15)
Lijeva strana se moZe faktorizirati x> — 3x +2 = (x — 1)?(x + 2). Kako je 0 < x < 1,
vrijedi nejednakost (15). Analogno se dobivaju i ove dvije nejednakosti:
3y <2+, (16)
3z<2+ 2. (17)

Zbrajanjem nejednakosti (15)—(17) dobivamo (13), odakle slijedi (11). Jednakost
vrijedi ako i samo ako je x =y =z=1.
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