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Dva Steinerova teorema o potpunom
Cetverostranu

Vladimir Volenec*

Sazetak

U radu proucavamo potpuni cetverostran u euklidskoj ravnini. Ce-
tverostran ima niz zanimljivih svojstava. U radu dokazujemo dvije
tvrdnje, koje je veliki geometar Jakob Steiner objavio 1827. godine, i to
bez dokaza. U potpunom Cetverostranu se simetrale kutova sijeku u
16 tocaka, koje su sredista upisanih i pripisanih kruznica Cetiri trokuta.
Steiner je ustvrdio da ovih 16 sjeciSta leZi Cetiri po Cetiri na ukupno
osam kruzZnica i to svako od njih na po dvije od tih kruznica. Steiner je
dalje utvrdio da tih osam kruZnica tvore dvije cetvorke kruznica, tako
da je svaka kruZnica iz jedne ¢etvorke ortogonalna na svaku kruznicu
iz druge Cetvorke.

Tvrdnje su nakon objave mnogo puta dokazivane, a ovdje éemo dati
jedan njihov dokaz.

Kljuéne rijeéi: potpuni Cetverostran, tetivni cetverokut, kruznica

Two Steiner theorems about complete
quadrilaterals

Abstract

In this paper, we study a complete quadrilateral in the Euclidean
plane. The quadrilateral has a lot of interesting properties. Here we
prove two claims, which were published by the great geometer Jakob
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Steiner in 1827, without proof. In a complete quadrilateral, the bisec-
tors of angles are concurrent at 16 points, which are the incenters and
excenters of the four triangles. Steiner asserted that these 16 intersec-
tions lie four by four on a total of eight circles, each of them on two of
these circles. Steiner also found out that these eight circles form two
quadruplets, so that each circle from one quadruplet is orthogonal to
each circle from the other quadruplet. The claims have been proven
many times since then, and here we give one of their proofs.

The claims have since been proven many times, and here we will
give one of their proofs.

Keywords: complete quadrilateral, cyclic quadrilateral, circle

U “8kolskoj” geometriji se proucavaju cetverokuti. Cetverokut je ravnin-
ski lik, kojeg tvore Cetiri tocke A, B, C i D, od kojih nikoje tri nisu na istom
pravcu i koje su upravo tako poredane, tj. dolaze u ciklusu, pa nakon tocke
D dolazi opet to¢ka A, i &etiri duzine AB, BC, CD i D A, koje spajaju po dvije
susjedne to¢ke u onom ciklusu. Cetverokut moZe biti konveksan, konka-
van ili prekrizen. Tocke A, B, C i D su vrhovi, a duzine AB, BC,CD i DA
su stranice ¢etverokuta ABCD. Po dva vrha, koji nisu spojeni stranicom,
su tzv. suprotni vrhovi, a njihova spojnica je dijagonala ¢etverokuta, pa
nas Cetverokut ABCD ima dijagonale AC i BD.

U “vi$oj” geometriji, a to je zapravo projektivna geometrija, proucavaju
se malo drukc¢ija dva lika, tzv. potpuni ¢etverovrh i potpuni ¢etverostran.

Potpuni cetverovrh je skup od Cetiri razlicite tocke, od kojih nikoje tri nisu
na istom pravcu, i Sest pravaca, koji prolaze kroz po dvije od tih Cetiriju
tocaka. Te Cetiri tocke su vrhovi, a ovih Sest pravaca su stranice potpunog
etverovrha (slikal[I).

D

Slika 1.
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Dakle, za razliku od cetverokuta, koji ima Cetiri stranice, potpuni cetve-
rovrh ih ima Sest, tj. dijagonale cetverokuta su postale jos dvije dodatne
stranice potpunog ¢etverovrha. Iz tog razloga se i koristi pridjev "potpuni".
Buduci da smo krenuli od Cetiri vrha, a tek nakon toga dolazi Sest stranica,
to se koristi naziv ¢etverovrh, a ne cetverokut.

Sliku[[jmoZzemo gledati na dvanacina. Jedanput vidimo &etverokut ABCD
sa stranicama AB, BC, CD, DA i dijagonalama AC, BD, pri ¢emu obi¢no
promatramo samo duzine, a drugi puta vidimo potpuni ¢etverovrh ABCD
sa 8est stranica AB, AC, AD, BC, BD, CD, pri ¢emu se sada radi o prav-
cima, jer projektivna geometrija ne barata pojmom duzine. Medutim, na
slici su zbog jednostavnosti prikazane samo duZzine.

Potpuni Cetverostran je skup od Cetiri pravca, od kojih nikoja tri ne prolaze
kroz istu tocku, i Sest to¢aka, u kojima se sijeku po dva od tih Cetiriju pra-
vaca. Ta Cetiri pravca su stranice, a ovih Sest tocaka su vrhovi potpunog
Cetverostrana (slika 2).

F

A
Slika 2.

Ako se dogovorimo da svi medusobno paralelni pravci euklidske ravnine
imaju jednu jedinu zajednicku “beskona¢no daleku” toc¢ku, da neparalelni
pravci imaju razlic¢ite beskonac¢no daleke tocke i da sve beskonac¢no daleke
tocke leZe na jednom “beskonacno dalekom” pravcu, pa te beskona¢no da-
leke tocke i taj beskonac¢no daleki pravac dodamo euklidskoj ravnini, tada
dobivamo tzv. projektivnu ravninu. U njoj se sada svaka dva razli¢ita pravca
sijeku u to¢no jednoj tocki, a svake dvije razli¢ite tocke (konacne ili besko-
nacne) imaju to¢no jednu spojnicu.
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Ovdje ¢emo ipak proucavati potpuni cetverostran u euklidskoj ravnini,
pa ¢emo zato pretpostaviti da nikoje dvije njegove stranice nisu paralelne,
tj. da su mu svi vrhovi “u kona¢nosti”. Osim toga ¢emo ga zbog kratkoce
zvati naprosto Cetverostranom.

Dakle, Cetverostran ima Cetiri stranice i Sest vrhova, koji neka su ozna-
¢eni kao na slici[2] Po dva vrha, koji nisu na istoj stranici, zovemo suprot-
nim vrhovima. Na sliciimamo parove suprotnih vthova A, C; B,Di E, F.
U promatranom cetverostranu mozemo uociti tri ¢etverokuta: ¢etverokut
ABCD je konveksan, ¢etverokut AECF je konkavan, a ¢etverokut BEDF je
prekrizen. Svake tri stranice Cetverostrana tvore jedan trokut. Tako dobi-
vamo Cetiri trokuta, a na slici[2su to trokuti ABF, AED, BEC i DCF.

Cetverostran ima jako mnogo zanimljivih svojstava, ali éemo ovdje doka-
zati samo dvije tvrdnje, koje je veliki geometar Jakob Steiner objavio 1827.
godine, i to bez dokaza. Tvrdnje su nakon toga mnogo puta dokazivane, a
ovdje ¢emo dati jedan njihov dokaz.

Slika 3.
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Svake dvije stranice ¢etverostrana imaju dvije simetrale, pa imamo ukupno
12 takvih simetrala. Ako pak pogledamo bilo koji od cetiri trokuta ABF,
AED, BEC i DCF, tada u svakom od njih imamo po tri simetrale kutova i
tri simetrale vanjskih kutova. Tri simetrale kutova sijeku se u sredi$tu upi-
sane kruznice promatranog trokuta, a po dvije simetrale vanjskih kutova
i “unutradnja” simetrala preostalog kuta sijeku se u sredistima triju pripi-
sanih kruZnica tog trokuta. Tako dobivamo ukupno 16 sjecista od po tri
od onih 12 simetrala Cetverostrana. Na slici 3| istaknuto je tih 16 sjecista.
Steiner je ustvrdio da ovih 16 sjecista lezi Cetiri po Cetiri na ukupno osam
kruZznica i to svako od njih na po dvije od tih kruznica.

Pogledajmo najprije konveksni cetverokut ABCD. Neka se simetrale ku-
tova A i B sijeku u to¢ki G, simetrale kutova B i C u toc¢ki H, simetrale
kutova CiD u tocki I i simetrale kutova Di A utocki J. Nekasu G’, H', I’ i
J' sjecista odgovarajucih vanjskih simetrala kutova u po dva susjedna vrha
etverokuta ABCD (slika[d).

Slika 4.
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Dokazat éemo da su po Cetiri tocke G, H, I, i G/, H', I, ] na po jednoj
kruznici. Osim toga uo¢imo da tocke G, G/, I i I’ leZe na jednoj simetrali
stranica kroz vrh F, a tocke H, H', ] i ' na jednoj simetrali stranica kroz vrh
E Cetverostrana.

Neka su 2, 28, 2y i 20 kutevi ¢etverokuta ABCD kod vrhova A, B, CiD.
Tadajea + B+ v+ 6 = 7. U Eetverokutu AGBG' kod vrhova A i Bimamo
prave kutove, pa je taj cetverokut tetivan, a jo$ preciznija tvrdnja je da tocke
A i B leze na kruznici s promjerom GG'. Sli¢no tome, parovi tocaka B, C;
C,DiD, Alezenakruznicama s promjerima HH’, II'i]J'. U trokutu ABG
uzvrh Gjekut m —a — B = v+, paje u tetivnom ¢etverokutu AGBG' kod
vrha G’ kut « + B. Na isti nacin zaklju¢ujemo da su u etverokutu CIDI
kod vrhova I'i I’ kutovi « + B iy + 6. To znaci da su i Cetverokuti GHIJ i
G'H'I']' tetivni.

Sada ¢emo simetrale parova stranica u vrhovima ¢etverokuta ABCD kom-
binirati na drukciji nac¢in, uzet éemo simetralu kuta A, vanjsku simetralu
kuta B, simetralu kuta C i vanjsku simetralu kuta D i u tom ciklusu éemo
promatrati sjecista susjednih simetrala, pa tako dobivamo toc¢ke K, L, M i
N na slici[5] za koje ¢emo pokazati da leZe na jednoj kruZznici.

Slika 5.
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Nakon toga ¢emo uzeti vanjsku simetralu kuta A, simetralu kuta B, vanj-
sku simetralu kuta C i simetralu kuta D, pa sje¢enjem susjednih simetrala
u tom ciklusu dobivamo tocke K’, L', M’ i N’, za koje ¢emo takoder poka-
zati da leZe na jednoj kruznici. Sada tocke K, K’, M i M’ odnosno tocke L,
L', Ni N’ leze na drugim simetralama parova stranica kroz vrhove F i E
Cetverostrana.

KruzZnice s promjerima KK’, LL/, MM’ i NN’ prolaze kroz po dvije tocke
A,B; B,C; C,DiD,A. U trokutu ABK kod vrha K imamo kut m — a —
(54+B) = 5 —a—p, au trokutu CDM kod vrha M imamo kut 7 —
(m—7)— (5 —96) = v+ 6 — 5, atasu dva kuta jednaka zbog jednakosti
& + B+ v+ 0 = m, pasu zato tocke K, L, M i N na jednoj kruznici. Dobi-
veni kut s vrhom K jednak je oznaenom kutu kod tocke K, jer su to obodni
kutovi nad tetivom AB u kruZnici s promjerom KK, a dobiveni kut s vr-
hom M jednak je oznacenom kutu s vrthom M’, jer su to obodni kutove nad
tetivom CD u kruZnici s promjerom MM'’. Jednakost posljednja dva kuta
znadi da su tocke K’, L', M’ i N’ na jednoj kruZnici.

Promotrimo sada prekrizeni ¢etverokut BEDF. Za sjecista simetrala ku-
tova tog Cetverokuta, istaknuta na slici[6} od kojih su neka ve¢ promatrana
na slikama E] i El a neka su nova, moZzemo lako uoc¢iti da tocke G, |, K i
N odnosno H’, I’, L' i M’ leZe na po jednoj simetrali parova stranica kroz
ispustene vrhove A i C Cetverostrana, a da parovi vrhova B,E; E,D; D, F
i F, B leze redom na kruZnicama s promjerima H'L’, JN, I'M'i GK. U
trokutu BCE pri vrhovima B, C i E imamo kutove 28/, 29/ i 2¢, a u tro-
kutu CDF uz vrhove C, D i F imamo kutove 29/, 26" i 2¢, gdje su g/, 7' i
0’ kutovi komplementarni kutovima B, v i 6. Zato je ' + € = &' + ¢, 4.
7—B+e=%5—-0+¢ilip+¢ = +e Nekasue'ig' kutovi komple-
mentarni kutovima € i ¢. Sada dobivamo redom jednakosti

<I'GL' =<FGB=n—f—¢, <I'NL'=<DNE=mn—05 —¢ =6+e,

pa kako su ova dva kuta suplementarna, to tocke G, I’, L’ i N leZe na jednoj
kruZznici. Sli¢no tome, slijedi

<AM'JH' =<DJE=n—-6—¢, <M'KH =n—¢' —p =B+0¢.

Opet smo dobili dva suplementarna kuta, pa su i tocke H’, J, Ki M’ na
jednoj kruznici.
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Slika 6.

Na slici[7]i dalje pratimo prekrizeni Cetverokut BEDF i oznadena sjecista
simetrala. Tocke H, I, Li M odnosno G, ', K’ i N’ leZe na preostale dvije
simetrale stranica pri vthovima C i A Cetverostrana, a pokazat ¢emo da su
Cetvorke tocaka H, J', K', M'i G, I, L, N’ na po jednoj kruznici. Imamo
sada jednakosti

SK'MJ' = <FMD =7~ (Z+¢) =8 = 7 -3 —g=0—¢,

<KHJ' = <BHE =~ (T +p) —e=p—e

i dobiveni kutovi su jednaki jer je f 4 ¢ = d + ¢, pa tocke H, J', K" i M
leZe na jednoj kruznici. Kako kruznice s promjerima HL i IM prolaze kroz
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tocke B i E odnosno D i F, to imamo i ove jednakosti
<G'LN" = <BLE = <BHE = p—¢, <G'IN' = <FID = <FMD =6 — ¢.

Opet imamo dva jednaka kuta, pa suitocke G, I, L i N’ na jednoj kruZnici.

Slika 7.

Da li bi promatranje konkavnog cetverokuta AECF dalo nesto novo?
Slike [8]i [0] pokazuju, da bismo dobili iste rezultate kao i na slikama [4]i 5]
uz konveksni ¢etverokut ABCD, samo $to bi se iste Cetiri dobivene kruz-
nice pojavile u malo drukcijem rasporedu.
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Sve dosadasnje rezultate moZemo objediniti na jednoj slici. To je slika 10,
na kojoj vidimo svih 16 sjeciSta od po tri simetrale, te svih osam dobivenih
kruZnica.

Slika 10.

Steiner je dalje tvrdio da tih osam kruZznica tvore dvije ¢etvorke kruznica,
tako da je svaka kruZnica iz jedne ¢etvorke ortogonalna na svaku kruZznicu
iz druge cetvorke. Na nas$oj slici jednu ¢etvorku tvore one cetiri kruznice
dobivene na slikama 4 i 5, a drugu cetvorku one kruZnice dobivene na sli-
kama 6i7. Ovu drugu Steinerovu tvrdnju o ortogonalnosti dviju kruznica
dokazat ¢emo u jednom od Sesnaest slucajeva.

Promotrimo kruznice KLMN i GI'L'N, slika[l1} One imaju jedno sjeciste
N. U prvoj kruznici kut tetive NL s tangentom te kruznice u tocki N jednak
je obodnom kutu <NML nad tom tetivom, a u drugoj kruznici kut tetive
NL’s tangentom te kruZnice u to¢ki N jednak je obodnom kutu <NI'L’ nad
tom tetivom. Medutim tetive NL i NL’ se nalaze na istom pravcu, a dobi-
vena dva obodna kuta se nalaze uz hipotenuzu u pravokutnom trokutu
MI'C. To znati da pravac NL tvori komplementarne kutove s tangentama
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promatranih dviju kruZnica u tocki N, tj. da su te dvije kruznice ortogo-
nalne. Sli¢no se moZe postupiti i u svakom od 15 preostalih slucajeva.

Slika 11.

Uz malo poznavanja geometrije kruznica moglo bi se iz ove druge Ste-
inerove tvrdnje izvesti da Cetiri kruZznice iz svake od dviju promatranih ce-
tvorki kruZznica pripadaju jednom pramenu kruZnica, tj. imaju zajednicku
radikalnu os, a srediSta im leZe na po jednom pravcu. Pritom su to dva
konjugirana pramena kruznica, tj. na radikalnoj osi jednog pramena kruz-
nica leZe srediSta kruZnica iz drugog pramena kruznica, i obrnuto. Na slici
[10] prvi pramen kruZnica je hiperboli¢ki, a drugi je elipticki i vide se dvije
tocke, zajednicke za sve kruZnice tog drugog pramena. U ovo razmatranje
se neemo upustati, a vrlo korisna literatura za to je knjiga [2] i to posebno
stranice 20-23.
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