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Neke manje poznate kruznice u geometriji
trokuta

Ljiljana Primorac Gaj¢i¢*

Sazetak

U ovom radu razmatramo pet kruZznica pridruZzenih trokutu. Svaka
od promatranih kruZznica je dobila ime po matematicaru koji ju je ot-
krio, a otkrivene su u drugoj polovici 19. stolje¢a. Navest ¢emo neka
njihova geometrijska svojstva i prouciti veze medu njima.
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Some less familiar circles in geometry of
a triangle

Abstract

In this paper, we consider five circles associated with a triangle.
They are named after their discoverers and they were discovered in
the second half of the 19th century. Their interesting geometric pro-
perties and mutual relationships are also considered.
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1 Uvod

Trokutu opisana i upisana kruZznica najpoznatije su kruznice pridruzene
trokutu, a ucenici se s njima susre¢u u 6. razredu osnovne skole. Trokutu
pripisane kruZznice ucenici upoznaju najé¢es¢e na dodatnoj nastavi iz mate-
matike, odnosno prilikom priprema za natjecanja iz matematike. Poznata
je i Eulerova kruZnica, koja se jo$ naziva i Feuerbachova, a ¢esto i kruznica
devet tocaka. Eulerova kruznica Cesta je tema radova iz podrudja geome-
trije.

Cilj ovoga rada je upoznati ¢itatelje s jos nekim kruznicama pridruZenim
trokutu, kako bismo potvrdili ¢injenicu da, iako je trokut predmet izucava-
nja ve¢ vise od dvije tisuée godina, jo$ uvijek ima prostora za otkrivanjem
njegovih svojstava.

Istaknimo da je do danas otkriveno 41 482 razlicitih tocaka pridruZenih
trokutu [5]], pa je prirodno da raste i broj kruznica pridruZenih trokutu. U
ovom radu bavit ¢emo se kruznicama koje su otkrivene tek u drugoj polo-
vici 19. stolje¢a, odnosno pocetkom 20. stoljeca, a nazvane su po matema-
ticarima koji su ih definirali. Promatrat ¢emo Fuhrmannovu, Spiekerovu,
Tuckerovu, prvu i drugu Lemoineovu kruZnicu te Droz-Farnyjeve kruz-
nice. Za otkri¢a ovih kruznica mogli bismo reéi da su se dogodila relativno
kasno, buduéi da za njihovo definiranje nije potrebno znacajno prosirenje
znanja iz geometrije. Stoga vjerujemo da razumijevanje ovog rada nece
predstavljati potesko¢u onima koji posjeduju osnovno znanje iz geometrije
trokuta.

2 KruZnice u geometriji trokuta

Opisana i trokutu upisana kruznica su dobro poznati pojmovii poznato je
kako odrediti sredista tih kruZnica kao i duljine njihovih polumjera.
Navedimo sada definiciju trokutu pripisane kruznice, [6].

Definicija 2.1. Kruznicukoja dira stranicu BC trokuta ABC s vanjske strane
i produZenja ostalih dviju stranica AC i AB zovemo trokutu pripisanom
kruznicom uz stranicu BC i oznacavamo k;.

Analogno se definiraju i trokutu pripisane kruZnice k;, i k¢, uz stranicu AC,
odnosno AB, slika|l] Srediste trokutu pripisane kruZnice k, nalazi se u
sjecistu simetrala dvaju vanjskih kutova trokuta koji leze uz stranicu BC.
Analogno se dobiju sredista trokutu pripisanih kruznica ky, i k..
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Slika 1. KruZnice pripisane trokutu ABC

2.1 Fuhrmannova kruZnica

U ovom dijelu rada ¢emo promatrati Fuhrmannov trokut i Fuhrmannovu
kruznicu trokuta ABC, slika[2] Ova kruZznica je ime dobila po njemackom
matematicaru W. Fuhrmannu, koji ju je prvi put opisao u [2].

Definicija 2.2. Neka je trokutu ABC opisana kruznica te neka su [, Ki L
polovista kruznih lukova odredenih tockama A, B; B, C i C, A. Preslikamo
li tocke J, K, L osnom simetrijom s obzirom na pravce na kojima leZe naj-
bliZze odgovarajuce stranice trokuta ABC odredenoj tocki u tocke J/, K’ i L/
redom, dobiveni trokut J'K'L’ nazivamo Fuhrmannovim trokutom, a njemu
opisana kruznica se naziva Fuhrmannova kruZnica.

Zanimljiva je veza izmedu Fuhrmannova kruZznice i kruznica pripisanih
trokutu ABC. Kako bismo uo¢ili tu vezu, potrebno je najprije definirati Na-
gelovu tocku trokuta ABC.

Definicija 2.3. Oznac¢imo s X, diraliSte pripisane kruZnice k, i stranice BC,
s Y} diraliste pripisane kruZznice k;, i stranice AC i neka je Z, diraliste pri-
pisane kruZnice k. i stranice AB. Tocka u kojoj se sijeku duZzine AX,, BY i
CZ. naziva se Nagelova tocka trokuta ABC.

Nagelova toc¢ka je ime dobila po njemackom matematic¢aru C. H. von Na-
gelu (1803.-1882.).
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Moze se dokazati da se srediSte Fuhrmannove kruZnice nalazi se u po-
lovistu spojnice ortocentra H i Nagelove tocke N trokuta ABC.

J

Slika 2. Fuhrmannov trokut J’K’L’ i Fuhrmannova kruZnica kr trokuta
ABC.

2.2 Spiekerova kruznica

Nagelovu to¢ku mozemo povezati i sa Spiekerovom kruznicom, slika
nazvanom po njemackom matematicaru Theodoru Spiekeru (1823.-1913.)
koji ju je predstavio 1870. godine kao analogon Eulerove kruZnice u svom
radu [7].

Da bismo definirali ovu kruZznicu najprije uvedimo polovisni trokut. Polo-
visni trokut trokuta ABC je trokut ¢iji su vrhovi polovista stranica trokuta
ABC.

Definicija 2.4. KruZnica upisana polovisnom trokutu trokuta ABC naziva
se Spiekerova kruZnica, a njezino srediSte se naziva Spiekerov centar.
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C

A P B
Slika 3. Spiekerova kruznica kg trokuta ABC.

Moze se dokazati da se Spiekerov centar Ss nalazi u polovistu spojnice
Nagelove tocke N i sredista S, trokutu upisane kruznice.

2.3 Tuckerova kruznica

Tuckerova kruznica je ime dobila po engleskom matematic¢aru R. Tuckeru
koji je pisao o njoj u [8]. Specijalan slucaj ove kruznice otkriven je 1873. go-
dine od strane francuskog matematicara E. M. H. Lemoinea, ali je Tuckeru
to otkrice bilo nepoznato, te se samostalno bavio proucavanjem i otkrio
familiju takvih kruZznica koje je predstavio u radu [9]. Prije nego Sto defini-
ramo ovu kruZnicu navest éemo neke pojmove iz elementarne geometrije

[6].

Definicija 2.5. Neka je dan trokut ABC, tocka D na stranici AC i tocka E
na stranici AB. Ako za totke D i E vrijedi ZADE = ZABC, tada duzinu
DE zovemo antiparalelom stranice BC trokuta ABC.

Analogno se definiraju i antiparalele stranica AB i AC. Uo¢imo da su tro-
kuti ABC i ADE, iz prethodne definicije, slicni. Kako su trokuti sli¢ni i
u slucaju kada je stranica DE paralelna sa stranicom BC, postaje jasno od
kuda potjece motivacija za uvodenje termina antiparalela, slika

Definicija 2.6. Polovista svih antiparalela neke stranice danog trokuta leze
na jednom pravcu koji prolazi tre¢im vrhom trokuta. Takav se pravac na-
ziva simedijana trokuta.

91

Robert Tucker

(1833.—1904.)

engleski matematicar,
nastavnik matematike u
University College School,
tajnik Londonskog
matematickog drustva vise
od 35 godina

=

e

Emil M. H. Lemoine
(1840.-1912.)
francuski matematicar,
profesor matematike na
Ecole Polytechnique



LjijaNa PriMorAac GajCié

Definicija 2.7. Tocka u kojoj se sijeku simedijane trokuta ABC naziva se
Lemoineovom tockom trokuta ABC.

m

S

m

Sp

g
“a

Slika 4. Antiparalela DE. Simedijane si}', s}' i s sijeku se u Lemoineovoj
tocki K trokuta ABC

Sada mozemo navesti definiciju Tuckerove kruznice, slika

Neka je K Lemoineova tocka trokuta ABC i neka su A, B, C to¢ke na si-
medijanama za koje vrijedi

|[KA| _ |KB| _ |KC|

—=——— =—==k k>0.
|AA|  |BB| |CC]

Ako pravac BC sije¢e pravce AB i AC u totkama B,, odnosno C;, CA si-
je¢e AB i BC u tockama Aj, odnosno C,, AB sije¢e AC i BC u tockama A,
odnosno By, tada tocke A1, A, B1, By, C1, Cp leZe na kruZznici kr ije sredi-
Ste Or raspolavlja spojnicu sredista O i O opisanih kruZnica trokuta ABC i

ABC.

KruZnicu k1 nazivamo Tuckerova kruZnica.
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Slika 5. Tuckerova kruznica kt (k = 1).

Bududi da za svaku vrijednost konstante k > 0 definiramo jednu kruz-
nicu, s prethodnom definicijom je opisana cijela familija kruznica koje se
nazivaju Tuckerove kruznice. Specijalan slucaj Tuckerove kruznice je kruz-
nica opisana trokutu ABC.

Kada se te dvije kruznice podudaraju, tada se i trokuti A1B1Cy 1 A2B2Co
podudaraju s danim trokutom ABC, te se i trokut ABC podudara s troku-
tom ABC.

2.4 Lemoineove kruZnice

U ovom dijelu éemo pomocu Lemoineove tocke definirati jo$ dvije posebne
kruZznice, koje se onda nazivaju prva, odnosno druga Lemoineova kruz-
nica, slike[di[7}

Lemoineovom to¢kom K povucene paralele sa stranicama danog trokuta
ABC sijeku stranice tog trokuta u Sest koncikli¢nih to¢aka A1, Ay, B1, By, Cq,
C,. Kruznica I; na kojoj lezi ovih Sest tocaka naziva se prva Lemoineova kruz-
nica

Srediste L1 prve Lemoineove kruZnice se nalazi u polovitu spojnice KO,
gdje je K Lemoineova tocka, a O srediste trokutu ABC opisane kruZnice.
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Slika 6. Prva Lemoineova kruZnica [y

Lemoineovom tockom K povucene antiparalele sa stranicama danog tro-
kuta ABC sijeku stranice tog trokuta u Sest koncikli¢nih tocaka A}, A%, By,
B}, C{, C. Kruznicu I, na kojoj leZi tih Sest tocaka zovemo drugom Lemoine-
ovom kruznicom.

Srediste druge Lemoineove kruZnice je upravo Lemoineova tocka K.

Slika 7. Druga Lemoineova kruZznica I,
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2.5 Droz-Farnyjeve kruZnice

Na kraju definiramo Droz-Farnyjeve kruZnice. KruZnice su ime dobile po
$vicarskom matematicaru A. Droz-Farnyju (1856.-1912.) On ih je uocio do-
kazujuéi teorem Svicarskog matematicara J. Steinera, a predstavio ih je u
(.

Neka je H ortocentar trokuta ABC i O srediste trokutu ABC opisane kruz-
nice te neka su D, E i F noZista visina trokuta ABC. KruZnica sa sredistem
u D i polumjerom DO sijee pravac BC u tockama P; i P, kruZnica sa sredi-
$tem u E i polumjerom EO sijece pravac AC u totkama Q1 i Qy, kruznica sa
sredistem u F i polumjerom FO sijece pravac AB u to¢kama R; i Rp. MoZe
se dokazati da tocke Pj, P>, Q1, Q2, Ry i Ry leZe na kruznici sa srediStem u
H, oznac¢imo je k.

Oznacimo sada s X, Y i Z polovista stranica trokuta ABC. KruZnica sa
sreditem u X i polumjerom XH sijece pravac BC u totkama Xj i Xp, kruz-
nica sa sredi$tem u Y i polumjerom Y H sijece pravac AC u tockama Y7 i Y,
kruZnica sa srediStem u Z i polumjerom ZH sije¢e pravac AB u to¢kama
Z1iZp. Moze se dokazati da tocke Xj, X3, Y1, Ya, Z1 1 Z; leze na kruZnici sa
srediStem u O, oznacimo je kj.

Kruznice kq i ky se nazivaju Droz-Farnyjeve kruznice para to¢aka (H,O) i
one su medusobno kongruentne.

Slika 8. Droz-Farnyjeva kruznica ky
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Slika 9. Droz-Farnyjeva kruznica k»

Prirodno se namec¢u pitanja:“Zasto su za ortocentar H i srediSte opisane
kruznice O trokuta BC kruZznice kj i ky kongruentne? Po ¢emu je par (H, O)
tako poseban?” Kako bismo odgovorili na ta pitanja, moramo najprije de-
finirati izogonale kuta, odnosno izogonalno konjugirane tocke, [6].

Definicija 2.8. Par pravaca koji prolaze vrthom kuta i sa simetralom tog
kuta ¢ine jednake kutove zovemo izogonalama tog kuta.

Ako se tri pravca poloZena vrhovima danog trokuta ABC sijeku u jednoj
tocki P, tada se i njihove izogonale takoder sijeku u jednoj tocki, oznac¢imo
je P

Tocke P i P! zovemo izogonalno konjugiranim tockama trokuta ABC.

Sada moZemo odgovoriti na dana pitanja, iako se odgovor mozda ve¢ i
naslucuje. Kruznice ky i k; su kongruentne jer su H i O izogonalno konju-
girane tocke. MoZe se dokazati da vrijedi sljedeca tvrdnja.

Teorem 2.1. Neka su P i Q izogonalno konjugirane tocke trokuta ABCiD,E, F
noZista okomica iz tocke P na stranice trokuta ABC, te neka kruznice sa sredistima
u tockama D, E i F prolaze tockom Q. Tada sjecista tih kruznica sa stranicama (ili
njihovim produZecima) trokuta ABC uvijek leZe na kruzZnici ki sa sredistem u
tocki P. Definiramo li kruznicu ko na analogan nacin s obzirom na tocku Q, tada
su kruznice kq i ko kongruentne.
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