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Kombinatorne igre

Helena Dravec*

Sazetak

Igra je intelektualna ili fizicka aktivnost jedne ili vise osoba koja
sluzi za razonodu i zabavu. Igraci u igri pokusavaju postiéi neki cilj
postujudi pri tome pravila koja su unaprijed zadana. Igranje kombina-
tornih igara blisko je rjeSavanju matematickih problema jer zahtijeva
iste strategije kao i matematika. U ovom radu opisane su kombina-
torne igre i njihova rjeSenja ukoliko su pronadena, te nacini na koje
kombinatorne igre moZzemo koristiti u nastavi matematike.

Kljuéne rijeéi: kombinatorne igre, teorija igara, igra Nim, igra
Chomp, igra Sprouts, igra Sim

Combinatorial games

Abstract

Game is an intellectual or physical activity for one or more persons
that is used for leisure and entertainment. Players in the game try to
achieve the goal, respecting at the same time the preset rules. Playing
combinatorial games is close to solving mathematical problems beca-
use it requires the same strategies as mathematics. In this paper, com-
binatorial games and their solutions are described, as well as the ways
in which combinatorial games can be used in the classroom.

Keywords: combinatorial games, game theory, the game of Nim, the
game of Chomp, the game of Sprouts, the game of Sim
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1 Uvod

Zamislite da vi i va$ prijatelj igrate sljede¢u igru: uzmete 16 Sibica te ih
poslozite u redove tako da se u prvom redu nalazi jedna $ibica, u drugom
tri, u treCem pet, a u Cetvrtom sedam Sibica. Svatko od vas naizmjence
uzima Sibice. Vi igrate prvi i birate jedan red iz kojeg cete uzeti Sibice.
Pravilo je da uzmete proizvoljan broj $ibica iz tog reda, a najmanje jednu.
Vas prijatelj ¢ini istu stvar na svom potezu. Onaj koji uzme posljednju Sibicu
je pobjednik.

Primijetimo da je ova igra drugacija od drustvenih igara na koje smo na-
viknuli: ovdje nema bacanja kockice niti slu¢ajnog odabira i nista nije skri-
veno. Rijec¢ je o kombinatornoj igri po imenu Nim, a istaknut éemo i jos
neke poznate igre te vrste: Sah, Krizié¢-kruzié, Povezi 4 i Go. Kako u ovim
igrama nema slucajnosti, postoje strategije za "savrsenu igru". U igri Kri-
zi¢ - kruzi¢, ako oba igraca igraju optimalno, niti jedan nece pobijediti pa
tu igru smatramo rijesenom igrom. Isto vrijedi i za PoveZi 4, iako je ona
rijeSena uz pomo¢ rac¢unala. Sah i Go su vrlo komplekse igre pa za njih
nije razradena najbolja strategija. Medutim, postoji nesto $to igru Nim ¢ini
drugacijom od gore nabrojanih igara, a to je da svaki igra¢ ima dozvoljen
potpuno isti skup poteza. Takve igre zovemo imparcijalnim (nepristranim)
igrama.

2 O teoriji igara

Kombinatorne igre dio su novije grane matematike koja se zove teorija igara.
Teorija igara nastala je sredinom 20. stoljeca, a njezinim zacetkom smatra
se knjiga Theory of games and economic behavior koju su napisali matematicar
John von Neumann i ekonomist Oskar Morgenstern. Znacajan doprinos
u njezinu razvoju dao je i John Nash, zbog ¢ega mu je dodijeljena i Nobe-
lova nagrada za ekonomiju. Glavna vodilja za razvoj teorije igara bila je
primjena u ekonomiju. Medutim, ona ima primjene u raznim prirodnim
znanostima, ¢ak i u biologiji.

Teorija igara proucava konfliktne situacije izmedu dva ili vise sudionika
kako bi odredila najpovoljnije racionalno ponasanje za svakog od njih. Rije¢
igra predstavlja konflikt izmedu sukobljenih strana koji Zelimo analizirati.
Konflikt je odreden strogo definiranim pravilima poput onih u drustvenim
igrama, no to ne mora nuzno biti druStvena igra, a sudionici ne moraju
nuzno biti osobe iako ih nazivamo igracima. Najopéenitija podjela u teoriji
igara je na dvije grane, a to su kooperativne i nekooperativne igre. Koopera-
tivne igre imaju sljedeca svojstva:
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e pravila igre su neprecizno opisana;

e nemogucde je izravno analizirati osobne probleme pojedinih igraca pri
odlucivanju pa je naglasak na proucavanju koalicija igraca;

e zbog pretpostavke o mogucnosti formiranja i odrzavanja koalicija,
mogucde je stvaranje kompromisa.

Nekooperativne igre opisane su sljede¢im svojstvima:
e pravila igre su precizno definirana i potpuna;
e osnovne jedinice odluke su individualni igraci;
¢ nije mogucde stvaranje kompromisa (osim ako pravila to dopustaju).

Kombinatorne igre pripadaju nekooperativnim igrama bez elemenata slu-
¢ajnosti, a u kojima sudjeluju dva igraca. To znaci da oba igraca uvijek
imaju potpun uvid u stanje igre, jedino nisu poznati bududi potezi igraca.
Mi éemo proucavati kombinatorne igre koje zavrsavaju u kona¢nom broju
poteza i to onda kada igrac koji je na potezu viSe nema moguénost igranja
dozvoljenih poteza. Jedan od igraca je uvijek pobjednik, a drugi je gubitnik
pa igra ne moZze zavrsiti nerijeSenim ishodom. Takve igre zovemo imparci-
jalnim igrama. Kao $to samo ime kaZe, kombinatorne igre sadrze elemente
kombinatorike, a teorija koja se bavi prouc¢avanjem takvih igara naziva se
kombinatorna teorija igara.

U svrhu boljeg razumijevanja kombinatornih igara, slijedi primjer ana-
lize jednostavne kombinatorne igre koju nazivamo igra oduzimanja.

Primjer 1. Na stolu se nalazi hrpa s dvadeset jednim Zetonom. Dva igraca
naizmjence izvlace Zetone s hrpe. Mogu uzeti minimalno jedan i maksi-
malno tri Zetona. Igra¢ koji uzme posljednji Zeton je pobjednik. Pitamo se
hoce li pobijediti igra¢ koji je prvi na potezu ili ¢e pobjedu odnijeti drugi
igra¢? Postoji li odredena strategija igre (detaljan plan) koja ¢e uvijek doni-
jeti pobjedu?

Kako bismo odgovorili na ova pitanja, analizirat ¢emo igru od kraja prema
pocetku. Zamislimo da je na stolu ostalo jedan, dva ili tri Zetona. Igra¢ koji
je na potezu pobjeduje ako ih uzme sve. Ako su ostala Cetiri Zetona, igrac
koji je na potezu morat ¢e ostaviti jedan, dva ili tri Zetona, Sto znaci da ¢e
njegov protivnik biti pobjednik. Drugim rije¢ima, Cetiri Zetona znace poraz
za igraca koji je na potezu, a pobjedu za njegovog suparnika koji je ostavio
Cetiri Zetona.

Ako se na stolu nalazi pet, Sest ili sedam Zetona, igrac koji je na potezu
moZze pobijediti jedino ako smanji broj Zetona na cetiri. Ako je na stolu
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ostalo osam Zetona, igra¢ koji je na potezu morat ¢e ostaviti pet, Sest ili
sedam Zetona pa ¢e njegov protivnik pobijediti.

Uocavamo da postoje pozicije (stanja) u igri kojima prvi igra¢ treba te-
ziti ako Zzeli pobijediti, a to su nula, Cetiri, osam, dvanaest,... Kako se na
pocetku igre na stolu nalazi dvadeset jedan Zeton, Sto nije djeljivo s Cetiri,
siguran potez za pobjedu prvog igraca je da na prvom potezu makne samo
jedan Zeton, te se dalje u igri nastavi pridrZzavati tzv. pobjednicke strategije
ostavljajuéi svom protivniku pozicije djeljive s Cetiri.

3 Kombinatorne igre

Ranije smo spomenuli da kombinatorne igre uklju¢uju dva igraca. Zbog
jednostavnosti, igrace ¢éemo zvati lijevi (L) i desni (D) igra¢. Kako za svaku
poziciju u igri pravila igre jednozna¢no odreduju dva skupa opcija, za sva-
kog igraca po jedan, igru mozemo definirati kao ureden par skupova op-
cija. Ako igru oznacimo s G, definicija glasi:

G = {{G",G",..}|{GP,GP,..}} = {GF|GP},

gdjeje G = {G"1, G"2, ...} skup opcija lijevog igraca, a GP = {G"1,GP2, ..}
skup opcija desnog igraca. Ova definicija je induktivna, a njezinu bazu
predstavlja igra u kojoj niti jedan igra¢ nema $to odigrati. Takvu igru oz-
nacavamo s 0 (nula) i ona je oblika:

{olo} = {1}

Nadalje, svakoj igri moZemo dodjjeliti stupanj koji opisuje njenu jednos-
tavnost. Nakon svakog odigranog poteza igra postaje jednostavnija na na-
¢in da dolazimo u poziciju igre manjeg stupnja. Igra koja ima stupan;j 0
je najjednostavnija igra u kojoj imamo prazan skup opcija i za lijevog i za
desnog igraca, te ju oznacavamo s { | }. U sljedecem koraku svaki igra¢ na
raspolaganju ima po dvije opcije @10 = { | }, 5to je ukupno Cetiri opcije za
igrustupnjal,atosu: 0= {|},1={0]}, -1 = {|0}i% = {0]0}. Ove
igre moZemo prikazati pomocu stabala kao $to je prikazano na slici

One predstavljaju prototipove igara s obzirom na koje ¢emo klasificirati
sloZenije igre. Njihova klju¢na svojstva su sljedeca:

e Igra 0 - igra u kojoj gubi onaj igra¢ koji je prvi na potezu jer nema $to
odigrati, a drugi igrac pobjeduje. Takve igre imaju vrijednost nula.

e Igral-igra u kojoj uvijek pobjedusje lijevi igrac, bez obzira na to koji je
igra prvi na potezu. Sve takve igre imaju pozitivnu vrijednost.
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e Igra -1 -igra u kojoj uvijek desni igrac pobjeduje, a sve igre takvog tipa
imaju negativnu vrijednost.

e Igre * - igra u kojoj pobjeduje igra¢ koji je prvi na potezu. Takva igra
predstavlja najjednostavniju igru koja nije oznacena brojem tj. njena
vrijednost nije nula, niti je pozitivna, niti negativna. Igre takvog tipa
zovu se neizrazite igre.

N SN

0={1} 1={01} -1={10} *= {010}

Slika 1. Opcije igraca L su oznac¢ene plavom bojom, a opcije igraca D crve-
nom bojom

VisSe rezultata o stupnjevima igara Citatelj moze pogledati u [1]].

Kod imparcijalnih igara nije vazno koji je igrac lijevi, a koji desni, ve¢ koji
od njih zapocinje igru pa u nastavku koristimo izraze prvi igrac¢ (Igrac 1) i
drugi igrac (Igrac 2).

3.1 P - pozicije i N - pozicije

Prije nego prijedemo na analizu igara potrebno je uvesti neke pojmove.
Promatramo igru iz perspektive igraca. Bitno nam je kakvu poziciju os-
tavljamo svom protivniku jer ga Zelimo pobijediti. Isto Zeli i na$ protivnik:
sebi osigurati pobjedu, a nama poraz. Pozicije koje nam osiguravaju po-
bjedu nakon odigranog poteza zovemo sigurnim pozicijama, a one koje osi-
guravaju pobjedu nasem protivniku zovemo nesigurnim pozicijama. Stanje
igre moZe biti:

e P - pozicija - sigurna (pobjednicka) pozicija, osigurava pobjedu pret-
hodnom igracu, engl. Previous player
e N - pozicija - nesigurna (gubitnic¢ka) pozicija, osigurava pobjedu idu-
¢em igracu engl. Next player
Ako se vratimo na igru oduzimanja iz Primjera 1, moZemo vidjeti da se P -
pozicije sastoje od svih pozicija koje su djeljive s Cetiri, a ostale pozicije su
N - pozicije.
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Kako bismo analizirali i rijeSili imparcijalnu igru, moramo odrediti P - i
N - pozicije, a to ¢emo uciniti tako da zadovoljimo sljedeéa svojstva:

e Svaka moguca pozicija je ili P - pozicija ili N - pozicija (ne moZze biti
oboje).

e Iz svake N - pozicije moguce je pomaknuti se u P - poziciju.
e Iz P - pozicije nije moguce do¢i u drugu P - poziciju.
e Zavr$na pozicija je P - pozicija.

Nakon $to pravilno odredimo P - i N - pozicije, moZemo naciniti strategiju:
Na naSem potezu pomicemo se na P - poziciju, a na$ suparnik nema dru-
gog izbora osim N - pozicije. Nakon toga se opet pomi¢emo na P - poziciju i
nastavljamo tako dok ne dodemo do zavrsne pozicije koja je takoder P - po-
zicija. Medutim, nasa strategija bit ¢e pobjednicka jedino ako se po¢nemo
kretati s N - pozicije. U suprotnom na$ protivnik moZze koristiti opisanu
strategiju pa ne¢emo modi u¢initi nista kako bismo se vratili u P - poziciju.

4 Igra Nim

Igru Nim opisali smo na pocetku, a sada ¢emo je detaljnije analizirati i rije-
Siti. Ova igra jedna je od najstarijih i najprivla¢nijih matematickih igara. Ne
zna se njezino to¢no porijeklo, ali smatra se da potjece iz Kine. Zanimljiva
je zbog svoje prividne sloZenosti, a u isto vrijeme i jednostavnosti mate-
matike koja se krije iza nje. U pocetku smo spomenuli Sibice, ali moZemo
koristiti i druge predmete (Zetoni, karte, kamencidi,...) koji su posloZeni u
tri, Cetiri ili pet redaka. Najpopularnije kombinacije redaka su (3, 4, 5) - u
prvom retku tri predmeta, u drugom Cetiri, te u tre¢em pet predmeta, za-
tim (5,7, 9), (1, 3, 5,7) itd. Mi ¢éemo promatrati kombinaciju (1, 3, 5, 7) kao
ina pocetku. Dakle, $ibice su posloZene na sljede¢i nacin:

Ovakva igra je igra tipa *, a to je, kako smo ranije naveli, igra u kojoj po-
bjednicku strategiju ima drugi igra¢ ako igra optimalno. Drugim rije¢ima,
prvi igrac ¢e izgubiti ako drugi igra¢ ne napravi pogresku. Zamislimo da
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su u igri ostala dva retka s po dvije Sibice.

Ako prvi igra¢ uzme dvije Sibice iz jednog od ta dva retka, drugi ¢e mo¢i
uzeti obje Sibice, a time i posljednju. Ako prvi igra¢ uzme jednu Sibicu iz
bilo kojeg retka, drugi e igrac uzeti jednu od $ibica iz retka s dvije Sibice i
tako ¢e posljednja $ibica opet pripasti drugom igra¢u. KaZemo da je stanje
igre s dva retka po dvije Sibice P - pozicija jer donosi pobjedu prethodnom
igracu, bez obzira kako ¢e njegov protivnik odigrati. Jos neke od P - pozicija
su sljedece:

Ako zelimo pobijediti u igri Nim, trebamo znati prepoznati P - pozicije.
Broj Sibica u svakom retku izrazimo u binarnom sustavu i redom ih za-
pisemo jedan ispod drugoga kao da zbrajamo brojeve na papiru, te zatim
izbrojimo jedinice u svakom stupcu. Ako se u svakom stupcu nalazi paran
broj jedinica imamo P - poziciju, u suprotnom imamo N - poziciju. Poka-
zimo to na prethodnim primjerima P - pozicija:

1 1

11 10 11
11 11 101
111

Slijedi teorem koji se lako dokaZze indukcijom.

Teorem 4.1. S dane pozicije u igri Nim pobjeduje drugi igrac ako i samo ako je
pozicija P - pozicija.

Dokaz. Uoc¢imo da svaki potez s P - pozicije rezultira N - pozicijom, a sa
svake N - pozicije moguce je odigrati potez na P - poziciju. Odatle slijedi

tvrdnja teorema. O

Opisana varijanta igre Nim naziva se standardnom jer pobjeduje igra¢ koji
zadnji odigra potez. Postoji i varijanta misére u kojoj gubi onaj igra¢ koji
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uzme posljednju $ibicu, a pobjednicka strategija za ovu varijantu je slje-
deca: Igramo kao $to bismo igrali standardnu varijantu sve dok postoje ba-
rem dva retka s viSe od jedne Sibice. Nakon $to na$ protivnik odigra tako
da ostane samo jedan redak koji sadrzi vise od jedne $ibice, smanjimo taj
redak na jednu ili nijednu $ibicu, ovisno o tome koja od dvije moguénosti
protivniku ostavlja neparan broj redaka s jednom Sibicom. Tada ¢e nas pro-
tivnik morati uzeti posljednju $ibicu. Primijetimo da uvijek moZemo zadati
P - poziciju standardne igre Nim u kojoj se u dva ili vi$e redaka nalazi vise
od jedne $ibice pa ¢e na$ protivnik morati smanjiti broj takvih redaka na
jedan.

5 Igra Chomp

Igra Chomp se originalno igra na pravokutnoj ploci ¢okolade podijeljenoj
na kvadrati¢e, dimenzije m x n. MozZe se igrati i pomoc¢u m X n tablice
ili mozemo neke predmete poredati u m redaka i n stupaca. Vratimo se
originalnoj varijanti. Igraci naizmjence odabiru po jedan kvadrati¢ ¢oko-
lade te pojedu njega i sve kvadratice koji se nalaze iznad njega i desno od
njega. Kvadrati¢ u donjem lijevom kutu je otrovan, a igra¢ koji ga pojede
gubi igru. MoZemo primijetiti da je Chomp miseére igra, odnosno posljednji
potez je gubitnicki. Za ovu igru vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 5.1. U igri Chomp provi igraé ima pobjednicku strategiju.

Dokaz. Prviigra¢ moZe pojesti kvadrati¢ cokolade u gornjem desnom kutu
ploce. Ako tako dolazi u P - poziciju, onda do kraja igre moZze zadavati P -
pozicije i pobijediti drugog igraca. S druge strane, ako je plo¢a bez gornjeg
desnog kuta N - pozicija, drugi igrac je u jednom potezu moZe dovesti do
P - pozicije. No, onda je prvi igra¢ mogao odmah odigrati isti taj potez, jer
bilo koji potez odigran na pocetku igre sigurno eliminira gornji desni kut
ploce. O

NaZalost, iz teorema nije poznato koja je pobjednicka strategija prvog igraca,
te do danas nisu otkrivene pobjednicke strategije za opceniti m x n slucaj
igre Chomp, ali poznate su za neke specijalne slucajeve.

Jedan takav slucaj je m = n, tj. plo¢a ¢okolade je kvadratnog oblika.
Prvi igrac¢ pojede kvadrati¢ koji se nalazi jedno mjesto desno i iznad otro-
vanog kvadrati¢a, ¢ime ostavlja oblik slova L koji ima "krakove" jednake
duljine. Time prvi igrac ostavlja P - poziciju, te na bilo koji potez drugog
igraca moZze odgovoriti simetri¢no, ostavljajuéi pri tome krakove jednakih
duljina, sve dok ne prisili drugog igraca da pojede otrovani kvadrati¢. Pri-
mjer ovakve igre prikazan je na slici[2} Prikazana su stanja igre koja igrac
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Pocetna pozicija Igrac1 Igrac 2

ORER

Igrac1 Igrac2 Igrac1

Slika 2. n = m ploc¢a

liigrac 2 ostavljaju iza sebe. Primje¢ujemo da igrac 1 svaki puta ostavlja P
- poziciju igracu 2 koji viSe nema mogucénost ostavljanja P - pozicije, te mu
naposljetku ne preostaje nista drugo doli otrovanog kvadratica.

Drugi slucaj za koji znamo pobjednicku strategiju je ploca dimenzije 2 x
n. Prvi igra¢ pojede kvadrati¢ u gornjem desnom kutu ploce. Zatim na

Pocetna pozicija Igrac1 Igrac2
Igrac 1 Igrac 2 Igrac1

Slika 3. 2 x 4 ploca

svaki potez drugog igraca odgovara tako da gornji redak bude za jedan
kvadrati¢ krac¢i od donjeg retka. Sto god drugi igraé napravio, prvi igrac
¢e uvijek modi dodi u gore opisanu poziciju, te ¢e na kraju navesti drugog
igra¢a da pojede otrovani kvadrati¢. Primjer ovakvog slucaja igre prikazan
je na slici[3} gdje vidimo da prvi igra¢ uvijek ostavlja P - pozicije.
Otkrivanje P - pozicija za Chomp na ¢okoladnoj ploc¢i dimenzije 3 x n

107



HEeLena DravEC

znatno je kompliciranije. MoZemo ih opisati beskona¢no mnogo, ali ¢e i
dalje ostati jo§ beskona¢no mnogo koje nismo opisali. Detaljnija analiza
slu¢aja 3 x n napravljena je u [2].

6 Igra Sprouts

U igri Sprouts dva igraca na papiru imaju oznaceno 7 nasumicnih tocaka.
Svaki igra¢ na svom potezu treba crtom spojiti dvije tocke, te na crti oznaciti
novu tocku. Pravila su sljedeca:

o Crte smiju biti ravne ili zakrivljene, te se ne smiju sjeci (same sebe ili
s drugim crtama).

¢ Iz jedne tocke smiju izlaziti najviSe tri crte.
o Crta smije tocku spajati samu sa sobom (smije se napraviti petlja).

Igra¢ koji nacrta posljed-
nju crtu je pobjednik. Pri-
mjer igre s dvije tocke prika-
zan je na slici [l S obzirom * @
da igra ima puno slucajeva, . <
jo$ uvijek nije otkrivena po-
bjednicka strategija. Evo $to
znamo o Njoj: i

Pretpostavimo da igra po- D) 4
¢inje s n toCaka i traje to¢no @

m poteza. Svaka tocka ima

tri zivota, te svaki potez sma-

njuje ukupan broj Zivota u Slika 4. Sprouts

igri za jedan (dva Zivota su

izgubljena povla¢enjem crte, ali nova tocka dodaje jo$ jedan Zivot), te svaka
prezivjela tocka na kraju ima najvise jedan Zivot. Prema tome, na kraju igre
preostaje ukupno 3n — m zivota. Mora postojati barem jedna preZivjela
tocka (barem ona koja je dodana u posljednjem potezu) iz ¢ega slijedi da je
3n —m > 1, odnosno m < 3n — 1 tj. igra ima najviSe 3n — 1 poteza.

Na kraju svake igre svaka prezivjela tocka ima to¢no dva umrla "susjeda’.
Postoje dvije vrste susjeda. PreZivjela tocka moze biti povezana s po jed-
nom crtom s dvije umrle tocke, tada su joj te dvije tocke jedini susjedi. U
drugom slucaju moZze biti povezana dvama crtama s jednom umrlom to¢-
kom koja joj je prvi susjed, a drugi susjed joj je prva iduca tocka povezana
s prvim susjedom. Ta toc¢ka je sigurno umrla jer u protivhom igra ne bi

Pocetna pozicija lgracl Igrac 2

Igrac1 Igrac2 Igrac1
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Slika 5. Prezivjele tocke oznacene su zelenom bojom, a susjedi su crne
tocke

bila zavrsena. Slika 5| prikazuje susjede. Niti jedna umrla to¢ka ne moze
biti susjed dvama razli¢itim prezivjelim tockama. Sve umrle tocke koje nisu
susjedi nazivaju se farizeji. Ozna¢imo njihov ukupan broj slovom p. Vrijedi:

n+m=3n—m+203n—m)+p

jer pocetni broj tocaka + broj poteza = ukupan broj toc¢aka na kraju igre =
prezivjeli + susjedi + farizeji. Odavde dobivamo:

p
m=2n+ i
Zaklju¢ujemo da igra traje najmanje 2n poteza, a broj farizeja djeljiv je s
Cetiri.

Rec¢i éemo da igra zavrsava pobjedom ako prvi igra¢ pobijedi, a porazom
ako drugi igrac pobijedi. Koriste¢i ra¢unala, ustanovilo se da varijante igre
Sprouts ¢iji broj toc¢aka podijeljen sa Sest daje ostatak tri, ¢etiri ili pet zavr-
Savaju pobjedom, a ostale porazom.

7 Igra Sim

Posljednja kombinatorna igra koju éemo spomenuti je
igra Sim za koju je potrebno na papiru nacrtati Sest
tocaka. Dva igraca naizmjenicno spajaju tocke, svaki
svojom bojom, a u igri gubi onaj igrac koji napravi jed-
nobojni trokut kojemu su vrhovi zadane tocke.

Za analizu ove igre koristit éemo se Ramseyevom
teorijom. Ramseyeva teorija bavi se pronalaskom naj-
manjeg broja vrhova R(p,q) potpunog grafa Ky, tj.
jednostavnog grafa kojemu je svaki par vrhova spo-
jen bridom, tako da, prilikom bojenja bridova s dvije razli¢ite boje By i By,
postoji potpun podgraf s p vrhova ¢iji su svi bridovi obojeni bojom By ili
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postoji potpun podgraf s g vrhova ¢iji su svi bridovi obojeni bojom B,. Broj
vrhova R(p, q) nazivamo Ramseyev broj.

Kako je R(3,3) = 6, bilo koje 2 - bojenje potpunog grafa Ks mora sadrza-
vati potpun graf K3 koji je cijeli obojen ili prvom ili drugom bojom. Odavde
slijedi da ¢e sigurno jedan od igraca pobijediti u igri.

Racunalnom analizom igre dolazi se do zaklju¢ka da drugi igra¢ moze
imati savrSenu strategiju, ali je ona preteska za pamcenje.

Lako moZemo do¢i i do maksimalnog broja poteza u ovoj igri. Kako
imamo Sest vrhova iz svakog vrha moZemo povucéi najvise pet bridova prema
ostalim vrhovima, a kako bismo izbjegli dvostruko brojenje bridova, dobi-
veni rezultat podijelimo s dva i dobivamo &2 = 15.

8 Primjena u nastavi

Spomenute kombinatorne igre mogu se iskoristiti u obliku radionice na do-
datnoj ili izbornoj nastavi matematike u srednjoj $koli. Takoder, radionica
se moze odrzati u sklopu nekih posebnih prigoda kao $to su dani otvorenih
vrata gkole, Festival znanosti i sl. Radionica se provodi tako da nastavnik
ucenike prvo upozna s kombinatornom teorijom igara, a zatim ih podijeli
u Cetiri grupe, tako da u svakoj grupi bude paran broj uc¢enika jer u svakoj
kombinatornoj igri sudjeluju dva igraca. Svaka grupa dobiva pravila za
jednu od igara Nim, Chomp, Sprouts ili Sim, zadatak, te potrebne materi-
jale za igru:

e Nim - svaki par u grupi dobiva Sesnaest predmeta ($ibice, Zetoni ili
neki predmeti po vlastitom izboru), a zadatak grupe je pokusSati ot-
kriti pobjednicku strategiju.

e Chomp - s obzirom na to da je s pravom ¢okoladom nezgodno ra-
diti, svaki par ucenika u grupi dobije male ¢okoladice, bombone ili
neke druge predmete koje je potrebno slagati u oblik kvadrata (slucaj
m = n) ili u plo¢u dimenzije 2 X n. Zadatak za ucenike je odrediti
pobjednicke strategije za ove dvije varijante igre.

e Sprouts - svaki par ucenika u grupi dobiva papir te im nastavnik
moZe ponuditi da igru isprobaju za razlic¢ite n. Zadatak grupe je po-
kusati odrediti maksimalan broj poteza.

e Sim - svaki par u grupi dobiva papir na kojemu se nalazi Sest tocaka,
a zadatak grupe je odrediti maksimalan broj poteza.

U prvom dijelu radionice svaka grupa radi samostalno, nastavnik pojas-
njava eventualne nejasnoce, a u¢enike kojima ide teZze moze navoditi prema
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rjeSenjima. Nakon nekog vremena provjerava do kakvih su zaklju¢aka uce-
nici dosli, te im daje rjeSenja za sve zadatke. Nakon toga grupe se mijenjaju
za igre kako bi svi uenici mogli isprobati svaku igru.

Ova radionica zahtjeva puno razmisljanja i isprobavanja raznih strate-
gija, stoga je najbolje iskoristiti dva skolska sata kako bi se odradila. Kroz
nju ucenici mogu pokazati svoju mastovitost, kreativnost i sposobnost lo-
gickog razmisljanja, a ujedno se i zabaviti.
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