O KONSTRUKCLJI PRAVILNIH MNOGOKUTA

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

Uosnovnoj se Skoli uci o konstrukcijama pravilnih mnogokuta (npr.
pravilnih mnogokuta s 3, 4, 6, 8 i 12 stranica). Ovdje ¢emo se poza-
baviti pitanjem konstrukcije pravilnog n-terokuta upisanog u kruznicu zada-
nog polumjera, pitanjem usko povezanim s podjelom kruznice na » jednakih
dijelova.

Ako se u zadanu kruznicu upise jednakostrani¢ni trokut (odnosno pravil-
ni Sesterokut), tj. ako se kruznica danog polumjera podijeli na 3 (6) jednakih
dijelova, moze se konstrukcijom simetrale luka kruznica potom podijeliti na 6,
12,24... 3 - 2Fjednakih dijelova (k € N). Znadi, ako je poznat (zadan) polumjer
kruznice, mozZe se $estarom i ravnalom konstruirati ovakav pravilni mnogokut
za koji mozemo reci da je iz klase jednakostranicnog trokuta.

Dalje, ako se u zadanu kruznicu upise kvadrat, moze se kruznica poslije
konstrukcije simetralom podijeliti na 8, 16, 32... 4 - 2* jednakih dijelova (k € N).
Za ove ¢emo pravilne mnogokute re¢i da su iz klase kvadrata.

Problem formiranja ovakvih klasa pravilnih mnogokuta, koji se mogu kon-
struirati samo ravnalom i Sestarom, rijesen je tek krajem XVIII. stolje¢a. Geni-
jalni njemacki matematicar K. E Gauss (1777. — 1855.) utvrdio je algebarskim
putem da klasu mogu odredivati samo brojevi oblika p , p.... p  (m € N), gdje su

svi faktori prosti i medusobno razliciti, a oblika su 2* + 1 (k € N).

Dakle, pravilni n-terokut moze se konstruirati samo akojen=2-p -p, -
~..-p (t €N, gdje su p, razliciti prosti faktori oblika 2* + 1.

Prost broj 5 je oblika 2 + 1 (jer za k = 2 vrijedi 2>+ 1 = 5), pa prema
tome postoji klasa pravilnih peterokuta, tj. pomocu ravnala i Sestara mogu se
konstruirati pravilni mnogokuti s 5, 10, 20... 5- 2 stranica.

Primjer 1. Konstruirajmo pravilni deseterokut upisan u zadanu kruznicu.
Rjesenje: Konstruiramo redom (Slika 1.):

1. dva medusobno okomita promjera AB i CD zadane kruznice k(O, r);
2. tocku E kao poloviste duzine oD, tj. tako da je |OE| = % ;
3. duzinu BE;

4. kruzni luk sa sredistem u tocki E s polumjerom duljine z,

5. toc¢ku F kao presjek nacrtanog kruznog luka i duzine BE.
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Duzina BF jednaka je stranici trazenog deseterokuta. Ostatak konstruk-
cije je ocigledan.
B

Slika 1. A

a, Az Slika 2.
A

Zadatak. Dokazite da je duljina duzine BF jednaka duljini stranice a
pravilnog deseterokuta upisanog u kruznicu polumjera r.

Dokaz: Neka je trokut AA OA, (Slika 2.) jedan od deset sukladnih (ka-
rakteristicnih) trokuta na koje pravilni deseterokut dijeli njegove sime-
trale nacrtane kroz nasuprotne vrhove, a A B neka je dio simetrale kuta
ZOA/A,. S obzirom da je veli¢ina sredisnjeg kuta pravilnog deseterokuta
ZA OA, jednaka 36°, slijedi da u jednakokracnom trokutu AOA A, vrijedi
| £0A A,|=|£0A,A |=72°, paje |ZOA B|=| ZBA,A,|=36° i | LA,BA |=72°.
Zaklju¢ujemo da je |AIB|:|OB|=|A1A2|=a10

Trokuti AAOA, i AA,A B medusobno su sli¢ni. Na temelju toga dobi-
vamo razmjer |OA1|:|A1B1|=|AIBI|:(|OA2 ), tj. r:a,=a, :(r—aw),

odakle je a,, +7-a,, —r* =0. Posljednja jednakost ekvivalentna je s jednakos¢u
2 2
a, +1] = ﬂ , a odavde slijedi a,, + =i , ili
2 2 2 2
J5-1
= r

@y =— (*)
Sada preostaje dokazati da je |BF | . U trokutu AOBE (Slika 1.) je
|OB| ri |OE| (konstruka]a') pa primjenom Pitagorinog poucka na tro-

kut AOBE dobivamo da je |BE | =§ . Bududi da je po konstrukciji |EF | =L

5 f

zakljucu)emoda)e|BF| ———t |BF|

1r . Dakle, zaista je |BF|=

Konstrukcijom stranice upisanog pravﬂnog deseterokuta, tj. diobom
kruznice na 10 jednakih dijelova rijesen je i primjer konstrukcije pravilnog
peterokuta.
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Primjer 2. Konstruirajmo pravilni peterokut upisan u zadanu kruznicu.

Rjesenje: Spojimo li duzinama redom svaki drugi (po redu) vrh pravilnog de-
seterokuta, dobit ¢emo pravilni peterokut. U praksi se konstrukcija pravilnog
peterokuta radi na nacin prikazan na Slici 6.

Sljededi prosti broj je 7 i on nije oblika 2% + 1, pa se pra-
vilni sedmerokut ne moze konstruirati $estarom i ravnalom
(osim, naravno, priblizno).

Primjer 3. Napravimo pribliznu konstrukciju pravil-
nog sedmerokuta upisanog u kruznicu zadanog polumjera.

Rjesenje: Prvo se konstruira kruzni luk sa sredistem u tocki

A s polumjerom duljine r koji sijece danu kruznicu k(O, r)
u tockama B i C, a zatim duzina BC, tako da je to¢ka D
presjek duzina BC i OA (Slika 3.).

Duljina duzine CcD priblizno je jednaka duljini stranice pravilnog sed-
merokuta. Visina jednakostrani¢nog trokuta AOAC sa stranicom duljine r

s

iznosi |CD| —— . U trokutu AA OA,, na primjer, poznate su duljine stra-

nica |OA1|=|OA7|=1’ i |A1A7|=T. Ako su poznate duljine svih triju stra-

nica nekog trokuta, mogu se izracunati i svi ostali elementi toga trokuta. No,
za to je potrebno poznavati trigonometriju. Stoga cijeli dokaz ovdje ne moze-
mo provesti (ali mogu ga provesti stariji Wlatkaci, srednjoskolci), nego ¢emo
samo reci jos sljedece: |ZA OA, | =~ 51° 19" 4”. Veli¢ina sredi$njeg kuta pra-
vilnog sedmerokuta je 360° : 7 = 51° 25" 43", $to znaci da pogreska nastala
opisanom konstrukcijom iznosi oko 0.2 %.

Ni pravilan deveterokut nije moguce tocno konstruirati jer broj 9, iako
oblika 2*+ 1, nije prost.

Primjer 4. Konstruirajmo (priblizno to¢no) pravilan deveterokut upisan
u kruznicu zadanog polumjera.

Rjesenje: Konstrukciju izvodimo sljede¢im redoslijedom (Slika 4.):

1. kruzni luk sa sredi$tem u tocki A s polumjerom duljine r i tocke B, Ci D,
kao u Primjeru 3;

2. to¢ku E na pravcu DC tako da je |CE|
3. simetralu s duzine DE;

4. sjeciste F simetrale s i duzine DE (tj. poloviste duzine DE).

[Vlatka 29 (2020./2021.) br. 113



Duljina duzine DF priblizno je jednaka duljini
stranice pravilnog deveterokuta upisanog u zadanu
kruznicu.

Primjenom trigonometrije utvrduje se da je apso-
lutna pogreska u odredivanju veli¢ine sredi$njeg kuta
pravilnog deveterokuta na prikazani nac¢in manja od

3’ 46", tj. manja od 0.16 %.
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Na pitanje koja je sljedeca klasa pravilnih mno-
gokuta (poslije klase pravilnog peterokuta), odgovor

Slika 4. ¥ je: klasa pravilnih petnaesterokuta.
Naime, broj 15 umnozak je dvaju prostih brojeva, pri ¢emu su oba broja

oblika 2+ 1 (2'+1=3,22+1=5).

Primjer 5. Konstruirajmo pravilni petnaesterokut upisan u kruznicu za-
danog polumjera.

1 1 1
Rjesenje: S obzirom da 5 s 1o zaklju¢ujemo da je veli¢ina sredi$njeg kuta

pravilnog petnaesterokuta jednaka razlici veli¢ina sredisnjih kutova pravilnog
$esterokuta i pravilnog deseterokuta. Konstrukcija je jednostavna i prepusta se
Citaocu.

Do sada smo razmatrali konstrukciju pravilnih mnogokuta upisanih u
kruznicu zadanog polumjera. Sto ako je, umjesto duljine polumjera upisane
kruznice, poznata duljina stranica pravilnog mnogokuta? Pitanje konstrukcije
pravilnog n-terokuta s poznatom duljinom stranice rjesivo je samo u onim
sluc¢ajevima kada i podjela kruznice na n jednakih dijelova. Takva konstrukcija
poznatanamjezan=3,n=4in=>6.

Primjer 6. Konstruirajmo pravilni petokut sa stranicom duljine a.

Rjesenje: Promotrimo jednakokrac¢ni trokut AABC (ija je osnovica zada-
na stranica duljine a, a kraci su dijagonale pravilnog peterokuta nacrtane iz
istog vrha (Slika 5.). Duljina krakova oznacena je s d. Tada je |4ACB| =36° i
|£BAC|=|£ABC,|=72°. (Provierite!).

Dakle, moze se prvo konstruirati dijagonala d na temelju ¢injenice da je
1=4(J5+1).

Primjenom Pitagorinog poucka ra¢unamo duljinu hipotenuze x pravokut-

2
5
nog trokuta, cije su katete duljina a i g .Dobivamo dajex =, faz J{%J =§

i d=x+z.
2
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Nakon odredivanja d konstruira se trokut AABC. Opisana kruznica oko

toga trokuta je i opisana kruznica oko trazenog pravilnog peterokuta, te je dalji
tijek konstrukcije oc¢igledan.

Zadatci za vjezbu

1.

Opisite konstrukciju pravilnog peterokuta sa Slika 6. i dokazite njenu
ispravnost.

2. Koristedi relaciju (*) konstruirajte pravilni deseterokut sa stranicom duljine a.

3. Opisite pribliznu konstrukciju pravilnog deveterokuta sa Slika 7.

4. Konstruirajte pravilan peterokut pomocu njegove dijagonale.

5. Dokazite da se pravilan petnaesterokut moze konstruirati i pomocu stra-
nica jednakostrani¢nog trokuta i pomocu pravilnog petokuta pa napravite
konstrukciju.

6. Moze li se to¢no konstruirati pravilan n-terokut ako je:
a)n=11, b)n=12, c)n=14, d) n=17? Zasto?

Slika 7.
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