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O BROJEVNIM SREDINAMA ZA DVA POZITIVNA BROJA

Dragoljub Milosevi¢, Gornji Milanovac

: Za dva pozitivna broja a i b definiraju se harmonijska, geometrijska,
aritmeticka i kvadratna sredina, redom na sljedeci nacin:

HARMONITSKA GEOMETRLISKA ARITMETICKA KVADRATNA
| SREDINA SREDINA SREDINA  SREDINA

2ab
Harmonijska sredina zapisuje se jo§ i kao H = 2

. Lako se dokazuje da vri-
jede sljedece nejednakosti: a+b

H<G=<A<K
pri ¢emu je jednakost ispunjena samo ako jea = b. Tadaje H=G=A =K.
Ovdje ¢emo navesti i dokazati dvije jednakosti i nekoliko nejednakosti
koje vrijede za navedene brojevne sredine.

Zadatak 1. Dokazimo sljedece jednakosti:

a) AH=G,
b) G* + K? =2A%
Rjesenje.
a) A-Hz%b-%zab=(@)z =G’
2,12 2
b) G*+K* =ab+2 erb =%(2ab+a2+b2)=%(a+b)2:z(a;bj =2A°

Zadatak 2. Dokazimo sljedece nejednakosti:
a) A’ > HG,
b) K+ GL2A,
) A+H>2G,
d) 2K+ H < 3A.
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Rjesenje.

a) Koristenjem jednakosti G* + K* = 2A* imamo G* - 2KG + K* = 2A*- 2KG, ili
(G-K)*=2(A*- KG).

Budud¢i daje (G - K)* 2 0, zaklju¢ujemo da je 2(A* - KG) = 0, odakle je A* > KG

b) Upotrebom jednakosti G* + K* = 2A* i dokazane nejednakosti A*> > KG
dobivamo

(K+G)*=K*+2KG+ G*=2A*+2KG <2A* + 2A* = 4A% odakle je K + G < 2A.

¢) Budud¢i da je (A- H)* 2 0, tj. A* - 2AH + H* > 0, zaklju¢ujemo da vrijedi
A’ + 2AH + H? 2 4AH, tj. (A + H)* 2 4G* (zbog AH = G%), a odatle slijedi
A+ H?2>=2G.

d) Koristenjem nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za bro-

jeve Ai2A - H, imamo: # >,JA(2QA-H), ili (poslije kvadriranja)

(3A—H

j >AQRA-H).

S obzirom na to da je A(2A - H) =2A* - AH = G* + K* - G* = K2, zbog jedna-

2
A-H
kosti AH = G* i G* + K* = 2A? slijedi [%) >K?, §to znadi da je

3A—-H

K< i2K+H<3A.

Zadatak 3. Dokazimo valjanost sljedec¢ih nejednakosti:
a) K+ H=A+G,
b) KH < AG.
Rjesenje.
a) Mnozenjem lijeve i desne strane nejednakosti K + G < 2A pozitivnim bro-
jem K - G, te primjenom jednakosti iz zadatka 1, imamo redom:

K? - G* < 2AK - 2AG, K* + 2AG < 2AK + G4, K? + 2AG + G*< 2AK + 2G,
2A? +2AG <2AK + 2AH%* 2A(A + G) < 2A(K + H) i, kona¢no, K+ H=> A + G.

b) Primjenom jednakosti AH = G* i nejednakosti A*> > KG dobivamo redom:

2
AHK = G*K, HKz%-GSAX-G,tj. KH < AG.

Pozivamo [Vatkace da nam posalju rjesenje sljedeceg zadatka:

Dokazite da vrijedi nejednakost G* + K* = 2A*.
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