v PASCALOV I LEIBNIZOV TROKUT

Daria Bevanda, XV. gimnazija, Zagreb

nogobrojne pravilnosti u matematici mozemo smjestiti u trokute.
Zanimljivu misao mozemo potvrditi s nekoliko primjera takvih
pravilnih trokuta, a neki od njih su Pascalov i Leibnizov trokut.

Zapocet ¢emo Pascalovim trokutom. Imate li kakvih pretpostavki o ka-
kvom se posebnom trokutu radi?
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Francuski matematicar i fizicar iz 17. stoljeca, Blaise Pascal, proucavao je
pravilnosti koje ovaj trokut krije, a s nekima od njih i sami ¢emo se pozabaviti.
Prije nego se bacimo na zanimljive tajne koje ¢uva Pascalov trokut, pogledaj-
mo najprije kako on nastaje.

Za pocetak nacrtajmo trokut s tri jedinice, jednom na vrhu i dvije ispod
nje (Slika 1.). Svaki sljedeci red nastat ¢e zbrajanjem dvaju susjednih brojeva, a
na samim rubovima redova nalazi se po jedna jedinica na svakoj strani. Vode¢i
Slika 1. Prva tri  S€ zadanim pravilom mozemo odrediti kako sljede¢i red izgleda: dakle, s obje
reda Pascalova strane imamo pod dvije jedinice, a srednji ¢emo element dobiti kada zbrojimo
trokuta dvije susjedne jedinice iz reda iznad. Trebali bismo dobiti 1 2 1.

Pokusajte sami ispuniti sljedeca 4 reda, a svoje rjesenje mozete provjeriti
na samome kraju!

Kako bismo bolje mogli proucavati zanimljiva svojstva koja ovaj trokut
nudi, moramo odrediti neke dijelove samog trokuta. Svakom ¢emo redu odre-
diti njegovu poziciju, pocevsi od nule. Dakle, red u kojemu se nalazi samo jed-
na jedinica bit ¢e 0. (nulti) red, s dvije jedinice 1. (prvi), s dvojkom 2. (drugi) i
tako u nedogled. Mozemo uociti kako svaki red odmah poslije rubne jedinice
ima broj koji odgovara njegovom rednom broju (jedno od mnogobrojnih pre-
¢aca s kojima ¢emo se susresti u ovom interesantnom trokutu).

Ako se nalazimo u 4. (¢etvrtom) redu,
koja se znamenka nalazi neposredno po-
slije rubne jedinice? U kojem se redu na-
lazi broj 9 odmah poslije rubne jedinice?

Po¢nimo! Prvo ¢emo se baviti zbrojem 1131311
elemenata pojedinog reda trokuta. Promo- ’ 1 | 4| 6 ‘ 4 | 1 ‘
trimo trokut na slici (Slika 2.) te zbrojimo ’ ! | 5 |10| 10‘ 5 | 1 ‘
elemente prvih par redova. ’ . | . ‘15|20|15| . ‘ . ‘
brl=2 (1] 7]21]35]35]21] 7 [ 1]
1+2+1=4
1+3+3+1=8 Slika 2. Pascalov trokut do 7. reda
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Zbrojite jos neke redove Pascalova trokuta. Sto uocavate? Koliki je zbroj
3. reda, a koliki 5. reda?

Ako dobro pogledamo, uocit ¢emo kako su svi brojevi parni, tj. visekrat-
nici broja 2. Trenutno nam se to i ne ¢ini kao neka pravilnost, no idemo pro-
uciti to malo bolje.

Rastavljanjem tih zbrojeva na proste faktore uocit ¢emo kako se ti brojevi
sastoje samo od broja dva. Raspisite neke od tih zbrojeva kao umnoske prostih
brojeva.
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Prisjetimo se kako smo odredili da ¢emo numerirati redove trokuta. Da-
kle u 2. (drugom) redu zbroj znamenaka jednak je 4 koju smo rastavili na
2 dvojke. U 3. (trecem) redu zbroj je jednak broju 8, a nju mozemo rastaviti
na 3 dvojke.

Mozemo zakljuciti da je zbroj elemenata unutar n-tog reda jednak umnos-
ku n dvojki.

Provjerite ovo pravilo na 4. i 5. redu. A u 10. redu? Vrijedi li zaista to
pravilo?

Ako se jo$ malo zadrzimo na redovima, primijetit ¢emo jo$ jednu pravil-
nost — pravilo prostih brojeva.

Promotrimo peti (5.) i sedmi (7.) red. U 5. redu prvi broj uz 1 je 5, zatim
10, pa 10 te na kraju ponovno 5 i 1. Sto mozemo zakljuéiti o broju 102 Moze-
mo zakljuciti da je 10 visekratnik broja 5.

Sto jesa 7. redom? U sedmom se redu uz broj 7 nalaze elementi 21, 35, 21
te ponovno 7 i 1. 21 i 35 visekratnici su broja 7.

Zakljucak je taj da se u svakom redu u kojem se neposredno poslije 1
nalazi prosti broj nalaze vi$ekratnici toga prostog broja. Jos je jedna od mno-
gobrojnih tajni koje krije Pascalov trokut otkrivena! Provjerite vrijedili to i za
neke druge proste brojeve (2, 3, 11, 13...).

Zanimljivo je kako se redovi u Pascalovu trokutu ponasaju. Idemo istraziti
$to nam dijagonale trokuta donose.

U trokutu pronalazimo dvije vrste dijagonala: ostre i blage. Bavit ¢cemo se
o$trim dijagonalama. (Slika 3.)
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Slika 3. Tre¢a ostra dijagonala Pascalova trokuta

Pratit ¢emo dijagonale s lijeve strane. Tako nam prva dijagonala s lijeve
strane sadrzi samo jedinice. Sto je s drugom dijagonalom? U njoj éemo prona-
¢i niz prirodnih brojeva. No $to je s tre¢com dijagonalom? S njom ¢emo se malo
detaljnije pozabaviti.

Na pocetku ¢emo ponoviti §to su trokutasti brojevi. MoZete li se sami sjetiti?

Ako ste uspjeli, onda ste se sigurno sjetili kako su trokutasti brojevi oni
koji oznacavaju broj .kuglica” koje su nam potrebne da napravimo trokut. Kre-
¢emo od 1. Sljedeci broj kuglica koje su potrebne za trokut jest 3. Ako nado-
damo jos 3 kuglice na dno prethodno nastalog trokuta, dobit ¢emo jo$ veci
trokut, a za njega Ce trokutasti broj biti 6 (Slika 4.). Promotrimo sada elemente
trece (3.) dijagonale. Uo¢avamo li neki uzorak?
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Slika 4. Trokutasti brojevi

Elementi trece (3.) dijagonale tvore niz trokutastih brojeva. Prili¢no pri-
kladno s obzirom na to da se radi o trecoj dijagonali, a trokut ima 3 vrha.

Ispisite neke elemente trece (3.) dijagonale te nacrtajte trokute koji odgo-
varaju tim trokutastim brojevima.

Koliko pravilnosti, a samo jedan trokut! Koliko ¢e ih tek biti ako imamo
dva trokuta!?

Poslije Pascalova trokuta, pozabavit ¢emo se Leibnizovim.

Mladi njemacki matematicar i filozof Gottfried Wilhelm Leibniz odgo-
voran je za nastanak novog trokuta prepunog pravilnosti nazvanog po njemu
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samome. Izgledom se uistinu razlikuje od Pascalova, ali neke pravilnosti uoca-
vamo i kod njega. No prvo ¢emo prouciti samo nastajanje trokuta.
U Leibnizovu trokutu susre¢emo se s drugacijim obrascem; na vrhu tro-

kuta nalazi se 1, a na rubovima trokuta ne nalaze se jedinice ve¢ razlomci ¢iji
su nazivnici elementi druge dijagonale Pascalova trokuta. Jos jedna poveznica!

No kako ti brojevi zapravo nastaju? Za pocetak ispunite prilozeni trokut
s ve¢ poznatim pravilima koje znamo. Mozemo primijetiti kako su nam nulti
(0.) i prvi (1.) red ve¢ popunjeni. Uocavate li ve¢ mozda kojim se pravilom
trokut ispunjava? Trokut bi trebao izgledati kao na slici (Slika 5.).
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Slika 5. Vanjski rub Leibnizova trokuta

Ako i niste na prvu odmah uo¢ili, pro¢i ¢emo korak po korak obrazac
karakteristican za Leibnizov trokut. U ovom trokutu stvari idu malo obrnutim
redoslijedom. Dakle, ne¢emo zbrajati gornja dva susjedna, ve¢ donja dva su-
sjedna elementa. Neobic¢no, zar ne? Prema tome, u drugom (2.) redu moramo

1 1
odgonetnuti koji broj zbrojen sa 3 daje > Nakon $to provedemo nekoliko ra-
1
¢una, do¢i ¢emo do broja g Probajte ispuniti treci, cetvrtii peti red. Da biste

si olaksali racunanje, mozete se posluziti kalkulatorom.

Ako ste ga dobro ispunili, Leibnizov trokut trebao bi izgledati kao na slici 25

(Slika 6.). / ;
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Slika 6. Leibnizov trokut do 5. reda

Promatrat ¢emo dijagonale, ponovno. Takoder ¢emo se, kao i u Pascalovu
trokutu, baviti o$trim dijagonalama.

. Punom linijom istaknimo prvu, a isprekidanom drugu dijagonalu

724 Leibnizova trokuta. To bi trebalo izgledati kao na slici.

~

’

1 Prva dijagonala drugacija je od prve dijagonale Pascalova tro-
3 kuta, ali poveznica sigurno postoji. Obojite plavom bojom drugu
dijagonalu Pascalova trokuta. Uocavate li neku pravilnost?

1
12 4 Mozemo primijetiti da nazivnici elemenata prve dijago-
nale Leibnizova trokuta odgovaraju elementima prve dijago-
nale Pascalova trokuta. Prili¢no zanimljiva poveznica, ali ima
li jos?

I 11
30 60 60 30 6 Povezite drugu dijagonalu Leibnizova trokuta s trecom
Slika 7. Dijagonale Leibnizova trokuta dljalgor{z.ilom Pascalova. Prisjetite se sto.?/rz.]edz za el'emen.te

trece dijagonale Pascalova trokuta. Podijelite nazivnike svih

elemenata druge dijagonale Leibnizova trokuta s 2. Uocavate li sad nesto?

Uocavamo da su nazivnici elemenata druge dijagonale podijeljeni s dva
trokutasti brojevi, a ujedno i elementi trec¢e dijagonale Pascalova trokuta. Pro-
vjerite vrijedi li to zaista; usporedite elemente tih dvaju dijagonala na svojim
ispunjenim trokutima. Postoji li slicna poveznica i za trecu dijagonalu Leib-
nizova trokuta? A Cetvrtu? Provjerite.
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