PRIMJENA CAUCHY-BUNJAKOVSKI-SCHWARZOVE NEJEDNAKOSTI...

Primjena Cauchy-Bunjakovski-
-Schwarzove nejednakosti u
radu s nadarenim u€enicima

BELMA ALIHODZIC!

Zasto neki ucenici vole matematiku, a drugi ne vole? Zasto su neki pazljivi na

satu, a drugi nisu? Kada bi nastavnik znao odgovore na ova i sli¢na pitanja, mogao bi
i utjecati na ponasanje ucenika, predvidjeti, sprijeiti ili izazvati odredeno ponasanje.

Medutim, tesko je objasniti ponasanje svakog ucenika jer ono ovisi o mnogo-

¢emu. Poticanje i motiviranje u¢enika najznacajniji su faktori koji utjecu na njihov
odnos prema nastavi matematike.

Interes za ucenje matematike potaknut je:

pravom motivacijom,

osmisljenim odgojnim metodama,
primjenom matematike u raznim podrucjima,
raznovrsnim i zanimljivim sadrzajima,
aktivnim metodama rada,

upotrebom nastavnih i tehnickih sredstava te

stavom i kvalitetom nastavnika.

Nastavnik, njegov stil rada i prije svega njegove ljudske osobine sigurno su medu

najvaznijim faktorima koji utjecu na uspjeh ucenika u nastavi matematike.

Navedimo karakteristike dobrog nastavnika:

voli svoj poziv i ima razvijen interes za matematiku,

dobro poznaje matematiku kao nastavni predmet i metodiku nastave matematike,
zna pronaci najbolje metode za obradu pojedinih nastavnih sadrzaja,

shvaca teskoce ucenika i zna ih motivirati za ucenje,

nastoji ucenike zainteresirati i kod njih razviti stvaralacko matematicko misljenje,

'Alihodzi¢, Belma, Prva bo$njacka gimnazija, Sarajevo, BIH
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o kod ucenika pobuduje i razvija inventivnost u rjeSavanju zadataka,

« nastoji u¢enike nauciti i naviknuti da dokazuju tvrdnje,

 na osnovi rjeSavanja konkretnog zadatka pronalazi i otkriva opéu metodu,

« dovoljno je strpljiv kako bi u¢enicima omogucio da samostalno otkriju sto vise ¢injenica,
« pravilno se koristi plo¢om, piSe i crta pregledno i uredno,

« pratiiproucava stru¢no-metodicku literaturu.

Sposobnosti i sklonosti za matematiku pocinju se pokazivati uglavnom u visim
razredima osnovne Skole. U nizim se razredima osnovne $kole ne bi jo§ moglo go-
voriti o talentima, ve¢ samo o vise ili manje izrazenim posebnim sposobnostima i
sklonostima.

Identifikacija nadarenih uc¢enika za matematiku otkriva se:
« procjenjivanjem osobina ucenika (nastavnik, roditelj, voditelji klubova),

« procjenjivanjem duhovnih i materijalnih uradaka u¢enika (originalni radovi, prak-
ti¢ni radovi, nagrade na natjecanjima, ¢lanstvo u znanstvenim udruzenjima i sl.).

Rad s nadarenom djecom podrazumijeva posebne programe i aktivnosti uskla-
dene s njihovim potrebama i potencijalima.

“Malo odluka o obrazovanju koje utjeCu na program za rad s matematicki nadarenim
ucenicima ima toliku vaznost kao $to je odluka o izboru nastavnika za ovaj posao.”

(CLARK, 1983.)

Dokazivanje nejednakosti zahtijeva dobro znanje iz elementarne matematike i
poznavanje $to veceg broja poznatih nejednakosti, jer u dokazu jedne nejednakosti
Cesto treba primijeniti viSe poznatih nejednakosti.

Mnoge nejednakosti koje se pojavljuju na natjecanjima razli¢itih razina iz mate-
matike mogu se relativno lako dokazati primjenom Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove
nejednakosti. Nejednakost Cauchy-Bunjakovski-Schwarz?, koju nije teSko objasniti
ucenicima, tema je ovoga ¢lanka. Nakon $to nastavnik formulira ovu nejednakost i

u sljede¢em zadatku.
Nejednakost oblika
(ab, +ab, +.tab,) <(a’+a] +..+a2) (b +b,2 +..+b?2),

(Ben) o[

*Ubuduce ¢emo ovu nejednakost krace nazivati CBS nejednakost.

odnosno
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gdjesu a= (al,az,...,an) ib= (bl,bz,...,bn) nizovi realnih brojeva, s jednako$c¢u ako
i samo ako su nizovi a i b proporcionalni, zove se Cauchy-Bunjakovski-Schwarzova
nejednakost. U [1] je dano Sest dokaza CBS nejednakosti s tri posljedice.

Poznato je da CBS nejednakost igra vaznu ulogu u razli¢itim granama moderne
matematike, ukljucujucdi i funkcionalnu analizu, vjerojatnost i statistiku, realnu i kom-
pleksnu analizu, numericku analizu, teoriju diferencijalnih jednadzbi i slicno. Posvetit
¢u se primjeni CBS nejednakosti u algebri, geometriji, trigonometriji, jednadzbama i
sustavima jednadzbi, kao i u odredivanju ekstremnih vrijednosti u algebri i geometriji.

Primjena Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednako-
sti u algebri za dvije i tri varijable

Zadatak 1. Neka su x i y realni brojevi, takvi da je 4x+5y =1. Treba pokazati
daje tada

1
2 2
X"ty =—.
4 41
Rjesenje: Pomoc¢u CBS nejednakosti za n = 2 dobit ¢emo
1=(4x+5y)2 S(42 +52)'(x2 +)’2)=41'(x2 +y2),

a odavde

4 5
Jednakost vrijedi za x = 1 iy= nE $to se dobije rjeSavanjem sustava jednadzbi:

4 5
x y
4x+5y=1.

1
Zadatak 2. Neka su a,b,c €E[——,) takvidaje a+b+c=1.Treba dokazati da vri-
jedi nejednakost 4

Jaa+1+Jab+1 +Jac+1 <+/21.

Rjesenje: Pomoc¢u CBS nejednakosti dobit ¢emo:

Vaa+1+Jab+1+4c+1 < m-\/(\/%ﬂ)z+(\/4b+1)2+(\/m)2
= 3\da+ab+4c+3
= 3-3+4(a+b+o)
=347 = a1

Jednakost vrijedizaa =b=c=1/3.
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Primjena Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednako-
sti u geometriji

Kod primjene Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednakosti u geometriji pri-
stupi rjeSenjima su razliciti, a temelje se na mnogim bitnim ¢injenicama iz geometrije
kao $to su sukladnost, slicnost, povrsina trokuta, Pitagorin teorem itd.

Zadatak 1. Neka su g, b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog tro-
kuta. Treba dokazati da vrijedi nejednakost

ab+bc+ca<2c’.
Rjesenje: Prema CBS nejednakosti i ¢injenici da je ¢* =a” +b°, dobivamo:
(ab+bc+cal <= (@+b+A) B+ +ad)
=(@+b+)=(+ =2,

odakle slijedi da je ab+bc+ca <2c. Primijetimo da u prethodnoj nejednakosti ne
moe stajati znak jednakosti jer trojke (a,b,¢) i (b,c,a) nisu proporcionalne. Naime,
kada bi one bile proporcionalne, postojao bi neki realan broj m takav da je

a = mb, b = mc, ¢ = ma.
Tada bismo imali
¢ =mla’ =m’ (mzbz) =m'b’ =m" (mzcz) =m’c’.
Odatle bi slijedilo da je m = 1, a onda c = a, §to bi bilo u kontradikciji s Pitagorinim
teoremom. Dakle, vrijedi stroga nejednakost.

Zadatak 2. Neka su a,b,c duljine stranica, a t,,f,,f. redom duljine teZi$nica trokuta
AABC. Treba dokazati da vrijedi nejednakost

3
at, +bt, +ct, < £(a2 +b’ +c2).
2
Rjesenje: Prema CBS nejednakosti je
(at, +bt, +ct,) <(a® +07 +) (2,2 +1,2 +12).
Bududi da vrijedi
3
t2+t +1 2 =(a? +b2 +c2),
4
onda je
3 2
(at, +bt, +ct ) sz(az +02+c)
odakle slijedi 5
3
at, +bt, +ct, S~—(a® +b* +¢).
2
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bc2\/§

a
Jednakost vrijedi ako i samo ako je —=—=—=—— a to je ako i samo ako je
trokut jednakostranican. e B L 3

Primjena Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednako-
sti u trigonometriji

Kako trigonometrija ima vrlo veliku primjenu u pojedinim granama matema-
tike, nismo je mogli zaobici ni kod Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednakosti.

Zadatak 1. Ako su «, 3, y kutovi trokuta AABC, treba dokazati da vrijedi nejed-

nakost:
Jsina +\/sin/3’ +\/siny < 3~‘i/§ .

Rjesenje: Koriste¢i CBS nejednakost dobivamo:

(1S +1-Sin+1-siny ) =(12 +1+12)-| (oina ) (o) +(Jiny ) |

odnosno

(\/sina +\/sinﬁ +\/siny)2 <3-(sinc+sin B +siny)

ili

Jsina +\/sinﬁ +\/siny < \/3(sina+sinﬁ+siny).

S obzirom da je

. . . 3
sma+s1n[3+smy$7,

Jsina +\/sin/3 +\/siny s,/3-¥ = 3-‘{/%

Zadatak 2. ( Madarska, 1963.) Treba dokazati daza 0 <a < % vrijedi nejedna-

1 1
e s
sina cosa

RjesSenje: Pomocu nejednakosti CBS za n = 2, stavljajuci da je

dobivamo:

kost

1 1
a =1 a, = ,b=10b = ,
! : \sina ! g Jcosa
zbog 0 <sin2a <1, tj. — 5 >1,imamo:
sin2a
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1+

1%

2
1 1
1+ —| =
\/sinacosa sin2a

) o]

1+L1 = (1+\5)2 > 5.

2

1%

Napomena: Iz dokaza se vidi da je broj 3 +2+/2 minimum danog izraza. Jednakost
1
1+ )
sina

Primjena Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednako-
sti kod rjeSavanja jednadzbi i sustava jednadzbi
Ovdje ¢emo pokazati kako se pomocu CBS nejednakosti mogu uspjesno rijesiti

razne jednadzbe te sustavi jednadzbi, koji bi se mnogo teze rijesili na neki drugi na-
¢in. Evo tih zadataka.

1+

4
=3+22 vrijediza a=—.
cosa 4

Zadatak 1. Treba nadi sva realna rjesenja sustava

X +yi=1
Z+tP =4
xt+yz=z2.

RjeSenje: Koristeci nejednakost Cauchy-Bunjakovski-Schwarza za n = 2, tj.
(albl +a,b, )2 < (alz + a22 )(blz + b22 ) ,
gdje su a,,a,,b,,b, ER, imamo:
4s(xt+yz) (2 +y°) (2 +22) =4
Odavde slijedi da mora vrijediti jednakost. U nejednakosti CBS vrijedi jednakost ako

. al az . v v .
je —=-=,tj. unadem slucaju:
bl b2 ¢
—=£=k, tj. t =kx, z=ky.
x )y

Sada iz jednakosti dobivamo:

k(x2+y2)=2
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pa je k = 2. Dakle, (x, y, z, t) rjeSenja su danog sustava ako i samo ako imaju oblik
(x, y, 2y, 2x), pri ¢emu je x>+ y* =1. To su rjesenja oblika

(x,y,z,t) = (cos a,sinq,2sina, 2 cos a) ,
gdjeje a € [0,277]. Zaista,
x> +y* =cos’ a+sin’a =1,
22 +t> =4sin’ a+4cos’ a = 4(sin2 a4+ cos’ a) =4,
xt + yz=2cos’ a+2sin’ a = 2(sin2 a+cos’ a) =2.

Napomena 1: Gore navedeni zadatak bio je na kantonalnom natjecanju (Kanton
Sarajevo) za ucenike srednjih $kola 2010. godine u kategoriji cetvrtih razreda.

Zadatak 2. Treba naci sva realna rjesenja sustava jednadzbi
Xy 4zt =14
x+2y+3z=14.

Rjesenje: Ovdje se radi o rjeSavanju sustava dviju nelinearnih jednadzbi s tri nepo-
znanice. Upotrijebit ¢emo nejednakost CBS za n = 3. Stavljajuci da je
a,=l,a,=2,a,=3,b,=x,b,=y,b, =2,
dobivamo da je
(1x+2:y+32) <(P+22+3) (& +y* +2%),

odnosno

2 2 2 2

(x+2y+3z) = 14(x +y +z ),

te zbog uvjeta x +2y+3z=x"+y’ +z° =14 imamo

14° <14°.

Kako jednakost u CBS vrijedi ako i samo ako su nizovi proporcionalni, slijedi da

12 3 . e

je —=—=—, $toizuvjeta x+2y+3z=14 dajex =1, y =2, z = 3, §to je i rjeSenje
X y z

danog sustava jednadzbi.

Primjena Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednako-
sti u algebarskim nejednakostima za odredivanje mini-

muma i maksimuma u algebri i geometriji

Problemi maksimuma i minimuma ne javljaju se samo u znanosti i tehnologiji
te njihovim primjenama, nego i u svakodnevnom zivotu. Raznolikost ovih problema
najcesce je geometrijske prirode. Na¢i najkraci put izmedu dvaju objekata koji zado-
voljavaju neki uvjet ili naci figuru minimalnog opsega, povrsine ili obujma tipi¢ni su
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problemi koje Cesto susre¢emo. Nije neobi¢no da ¢ujemo da su neki ljudi bili zaoku-
pljeni nekim ovakvim problemom duze vremena.

Na primjer, Heronovo je otkrice da zraka svjetlosti u prostoru koja polazi iz toc-
ke A i dolazi u tocku B poslije refleksije od ogledala « prijede najkra¢i moguci put od
A do B imajuc¢i zajednicki polozaj s .

Slijede¢i problem je tzv. problem figura jednakog opsega, koji je razmatrao Des-
cartes®: npr. od svih ravnih figura sa zadanim opsegom, potrebno je na¢i onu s naj-
ve¢om povr$inom. Ta .perfektna figura” koja je rjeSenje problema bila je kruznica,
§to je Descartes znao, moguce i mnogo ranije. Medutim, to¢an dokaz ovog problema
prvi je dao Jakob Steiner u 19. stoljecu.

Malo drugaciji problem figura zadanog opsega pripisuje se Didoni, legendarnoj
kraljici Kartage. Njoj je lokalno stanovnistvo dopustilo da kupi zemljiste na obali
Afrike, .ne vece od onoga $to volovska koza moze okruziti” Rezanjem volovske koze
na uske trake ona je napravila dugi niz kojim je trebala okruziti §to ve¢u povrsinu na
morskoj obali. Kako ovo napraviti na optimalan nacin? Jedno od rjeSenja lako je naci
ako znamo maksimalan opseg kruga.

Zadatak 1. Za bilo koju tocku X unutar trokuta AABC neka su x, y i z udaljenosti
tocke X od pravaca BC, AC i AB redom. Treba naci polozaj tocke X za koji je zbroj
x* + y* +z° minimalan.

C

Nx

A ¢ B ka1,

Rjesenje: Oznacimo s |BC| =a, CA| = b,|AB| = c. Tada je povrsina trokuta AABC jed-

b
naka zbroju povrsina trokuta AAXB, AAXC, ABXC, tj. P, = %,g - %,Ps = %
odnosno,
ax by ¢z
P=p+p+P =242 %)
22 2

2P=ax+by+cz
4P* =(ax+by+cz) S(a2 +b +c2)(xz+y2 +zz),

zbog nejednakosti CBS. Odatle je ,
(ax +by + cz) _4p?
a+b’+¢ A+ +C

x2+y2+222

*René Decartes, 1596. — 1650.
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Prema tome, zbroj x° + y* +z” biti ¢e minimalan za svaku tocku X za koju vrijedi

£=Z=E.Dakle,

a b ¢ 4p?

min(x* +y* +2° )]=———+—.
( 4 ) a’+b*+¢’
Zadatak 2. Odredi najvecu i najmanju vrijednost funkcije

f(x)=x (2009 ++/2011—x* ) u njenoj prirodnoj domeni.
Rjesenje: Dana funkcija definirana je na intervalu [—\/ 2011,+/201 1] , 4. za

—V2011 =x=+/2011.

Da bismo odredili maksimalnu vrijednost, pretpostavimo da je x > 0. Koristeci
nejednakost CBS i AG nejednakost, dobivamo:

flx)= x(\/2009 2009 +1-4/2011—x° )

< x(x/ZOIO\/2009+2011—x2)

2 2
+4020—
< 2010%= 2010-+/2010.

Jednakost vrijedi za x =+/2010 , tako da je
max f(x)=2010-v/2010 i min f(x)=-—2010-/2010.

Cilj ovoga ¢lanka bio je Cauchy-Bunjakovski-Schwarzovu nejednakost §to vise
pribliziti nadarenim uéenicima, ali i njihovim profesorima koji se do sada mozda
nisu susretali s njom u ovom obliku. Iako ova nejednakost omogucava da se na jed-
nostavan i elegantan nacin rijesi veliki broj zadataka, u praksi se pokazalo da vrlo
malo profesora srednjih $kola obraduje ovu temu na satima dodatne nastave mate-
matike. Nadam se da ¢e ovaj clanak o Cauchy-Bunjakovski-Schwarzovoj nejednako-
sti 1 njenoj $irokoj primjeni pokazati da je opravdano ovaj sadrzaj izabrati kao temu
za intenzivnu obradu s u¢enicima srednje $kole koji pokazuju ve¢i interes za matema-
tiku i sudjeluju na raznim matematickim natjecanjima.
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