TRI TEOREMA ZA KONVEKSNE CETVEROKUTE

Tri teorema za konveksne cetverokute

SEFKET ARSLANAGICG!, DANTELA ZUBOVIE?

U ovom radu ¢emo dokazati tri zanimljiva teorema koji vrijede za konveksne
Cetverokute. Pri tome ¢emo za dokaz drugog teorema koristiti prvi. Prvi teorem glasi:
Teorem 1. Neka je ABCD konveksni cetverokut ¢ije su duljine stranica a, b, ¢, d i du-
ljiine dijagonala e i f. Tada vrijedi nejednakost:

e+ <b’+d” +2ac. (1)
Dokaz: Neka su tocke P i Q sredista stranica BC iAD.

Promatrajmo trokute AABC i ABCD ¢ije su tezi$nice APi DP. Imamo poznate for-
mule za duljine tezi$nica trokuta:

|AP| =—(24% +2¢* —1?) (2)
IDP[ =i(2c2 +2f2=b%). (3)

Sli¢no, za tezisnicu % trokuta APAD imamo:

PQ[* = i[2|AP|2 +2[PDf -],
a odavde zbog (2) i (3):
4|PQf =a? +* = (b +d2 ) +e* + f2. (4)
Neka je tocka K srediste dijagonale BD ; imamo |KP| =§ i [KQ| =§.
Za trokut AKPQ vrijedi da je |KP| +|KQ| =|PQ)|, t;.
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a+c

[Pl =<

a odavde je
4|PQ| a+c —a2+2ac+c2. (5)

Sada iz (4) i (5) dobivamo:
a* +¢* —(b2 +dz)+e2 +f2 <a’+2ac+c*,
a odavde je
e+ f <b’+d’ +2ac,
$to je nejednakost (1), q.e.d.

Drugi teorem odnosi se na tetivni ¢etverokut. Napomenimo da su u tetivnom ce-
tverokutu nasuprotni kutovi suplementarni i da za njega vrijedi Ptolemejev teorem:

ac+bd=ef . (6)

Teorem 2. Za tetivni ¢etverokut ABCD vrijedi nejednakost:
P+l +E+d =+ P +(e—f) . 7)

Dokaz: U Teoremu 1. dokazali smo da vrijedi nejednakost

b +d* +2ac=e*+ f°.
Potpuno analogno dokazuje se da vrijedi i nejednakost:

a+c+2bd=e"+ f°.
Nakon zbrajanja ovih dviju nejednakosti dobivamo zbog (6):

@ +b + ¢ +d> +2(ac+bd) 2 2(e* + ), 4
A+ +C+d =’ —2ef +fP e+ [

! A+ +d =+ 4 (e—f),
a ovo je nejednakost (7), q.e.d.

Teorem 3. (Eulerov teorem). Za konveksni cetverokut ABCD vrijedi sljede¢a jednakost:

4|EF| =|AB[ +|BC|” +|cD[* +|DA|" - |AC|’ (8)

gdje su tocke E i F sredista dijagonala ACiBD.

Dokaz: DuZine ﬁ, ﬁ i E tezi$nice su trokuta AADC, AABC i ADEB. Imamo
poznate formule:

40 |



TRI TEOREMA ZA KONVEKSNE CETVEROKUTE

[pEF = (2lpaf +2|cDf ~|acF),
| BE[* =i(2|AB|2 +2|BCf —|AC|2),
|EF[* =i(2|BE|2 +2|DE[’ —|BD|2).
B
A

D C
Uvrstavanjem formula za |DE |2 i |BE|2 u |EF |2 dobivamo:
1
2
4|EF|" =|AB|" +|BC|” +|cD[ +|pA|" —|AC|” -|BD[,

R %B(zmr +2|BCf ~|ACP )+ (2]pAf +2[cp —|AC|2)—|BD|2} 4

a ovo je jednakost (8), g.e.d.
Posljedica: Buduci da je |EF |2 =0, slijedi iz (9):

|AB[" +|BC|” +|cD[* +|DA|" = |AC| +|BD[".

Ako je E=F,tj. ako se dijagonale cetverokuta ABCD raspolavljaju, tada je cetvero-
kut ABCD paralelogram. Buduéi da je tada |[EF| =0, dobivamo iz (8):

|AB[ +|BC[* +|cD[* +|DA|* =|Ac[* +|BD[".

Napomena: Moze se pokazati da ovaj teorem vrijedi i za nekonveksne cetverokute.
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