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MATEMATIKA IZVAN MATEMATIKE

Zaboravljena matematicka
povijest modernog racunala

Boris CULINAI, DraGANA CULINA® 1 MARIJAN CANCAREVIES

Sazetak. U radu je izloZzena matematicka povijest modernog racunala o kojoj se izvan
matematicke struke malo zna, a koja je vrlo vazna za razumijevanje matematickih i logic-
kih ideja koje su u osnovi racunarstva i nastanka modernog rac¢unala (dijagonalna metoda,
formalni sustavi, kodiranje, poluizra¢unljivost i izrac¢unljivost, ekvivalentne formulacije izra-
¢unljivosti, univerzalni stroj s uskladiStenim programom, neizrac¢unljivost), kao i za razumi-
jevanje vazne uloge matematike u raunarstvu.

Klju¢ne rijedi: dijagonalna metoda; Hilbertov program; formalni sustavi; Godelovi te-
oremi, Turingovi strojevi; univerzalni Turingov stroj; problem dijagonalnog zaustavljanja;
Church-Turingova teza; Von Neumannov draft

Danas, kad racunalska tehnologija napreduje brzinom od koje zastaje dah,
i kad se divimo uistinu izvanrednim dostignucima inZenjera,
lako se mogu previdjeti logicari Cije su ideje ucinile sve to mogucim.
Martin Davis [1]

l. Uvod

Op¢epoznato je da je moderno rac¢unalo, koncepcijski gledano, digitalno univerzalno
racunalo s uskladi$tenim programom. Njegov logicki opis dao je 1945. godine John von Ne-
umann u radu First Draft of a Report on the EDVAC [2]. Kao §to i sam naslov rada kaze, u
pitanju je bila prva skica za izvjestaj o projektu EDVAC, projektu izgradnje novog rac¢unala pri
Moore School of Electrical Engineering u SAD. Taj draft je brzo .procurio” izvan projekta i po
njemu su napravljena prva moderna rac¢unala, pocevsi s britanskim ra¢unalom Manchester
Baby iz 1948. godine.

Draft nikad nije prerastao u konac¢ni izvjestaj. Izmedu ostalog, u draftu nisu citirani izvo-
ri niti navedeni doprinosi ¢lanova grupe. Tako je taj klju¢ni dogadaj u povijesti ra¢unarstva
ostao sporan. Najvise je prijepora bilo oko revolucionarnog koncepta uskladi$tenog programa.
Koliko su tom konceptu pridonijeli glavni inZenjeri na projektu John Presper Eckert i John
Mauchly, a koliko matemati¢ar John von Neumann koji je kao konzultant uklju¢en u projekt?
Najmjerodavniji za odgovor trebao bi biti sam voditelj projekta Herman Goldstine koji je na-
pisao sljedece: Prije njegova [von Neumannova] dolaska Moore School grupa bila je koncen-
trirana primarno na tehnoloske probleme koji su bili vrlo veliki. Nakon njegova dolaska on je
preuzeo vodstvo u logi¢kim problemima. ... Svakako, i prije von Neumanna ljudi su znali da se
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elektri¢ni krugovi grade za izvrSenje aritmetickih i upravljackih funkcija, ali su bili primarno
koncentrirani na elektroinZenjerske aspekte problema. Ti su aspekti bili, naravno, od vitalnog
znacaja, ali von Neumann je taj koji je prvi dao logic¢ki tretman ovom predmetu, kao da je on
standardni dio logike ili matematike. ...von Neumann je u svom izvjestaju dao logicki potpu-
nu analizu strukture EDVACa. To je bio njegov prvi veliki doprinos. ... Cijelo njegovo znanje
formalne logike pripremilo ga je za to i ono nesumnjivo nosi pecat njegova genija.” [3]. Podjela
doprinosa koju navodi Goldstine kona¢no je i o¢ekivana s obzirom na struke sudionika grupe.

Medutim, koje je to znanje iz formalne logike, koje spominje Goldstine, pripremilo von
Neumanna za taj revolucionarni korak? Sve do kraja osamdesetih godina proslog stolje¢a o
tome se u svijetu racunarstva gotovo nista nije znalo. Uopce se nije spominjao Alan Turing
koji je u osnovi sve to napravio ve¢ 1936. u svome radu neobi¢nog naslova On Computa-
ble Numbers with an Application to the Entscheidungsproblem [4]. Taj rad je von Neumann
dobro poznavao jer se i sam dugo bavio podru¢jem kojemu rad pripada. Takva situacija je
zaintrigirala Martina Davisa, poznatog eksperta iz podrué¢ja matematicke logike i teorijskog
rac¢unarstva. Godine 1987. napisao je ¢lanak o Turingovu radu i njegovu utjecaju na von Neu-
mannov draft [5]. Nakon toga sve je vise jacala svijest o Turingovoj klju¢noj ulozi u nastanku
modernog ra¢unala. Medutim, kroz Turingov rad u ra¢unarstvo su ugradene ideje i rezultati
cijelog jednog smjera u matematici koji se bavio problemima zasnivanja matematike. I to je
ta zaboravljena povijest racunarstva o kojoj ¢e biti rije¢i u ovom ¢lanku. Ona je puna velikih
matematickih ideja i rezultata, ali i neobi¢nih i herojskih osoba. To je povijest koju vrijedi
(jo$ jednom) ispricati. Izmedu ostalog, ona pokazuje i da ratunarstvo nije samo inzenjerstvo,
kako se uobic¢ajeno misli, ve¢ su u njemu ravnopravno zastupljeni inZenjerstvo i matematika.

Naravno, ova povijest ljudi i ideja ne bi se mogla vjerodostojno izloziti ni u vise knjiga,
a kamoli u nevelikom ¢lanku. Mi smo iz nje izvukli samo neke klju¢ne elemente, a bitnu ma-
tematiku neformalno izlozili. Za obuhvatnije izlaganje upucujemo citatelja na knjigu Martina
Davisa [1] koja je izdana povodom 100 godina od rodenja Alana Turinga. Za precizno izlaganje
matematickog sadrzaja upucujemo Citatelja na predavanja Mladena Vukovi¢a koja se mogu naci
na njegovoj web stranici https://www.math. pmf.unizg.hr/hr/publication-croatian-vukovic (na po-
jedinim mjestima u ¢lanku dane su reference na odgovarajuca predavanja). Ako se ¢itatelju
pojedini matematicki sadrzaj ucini pretezak, nista ¢udno: pored neuspjeha autora da ga bolje
izloze, razlog moze biti i u tome da su u pitanju zaista neobi¢ne matematicke ideje. Vjerujemo
da ce ¢itatelju, i bez udubljivanja u pojedine matematicke dijelove, ovo povijesno putovanje
biti zanimljivo i poucno.

Il. Cantor dijagonalnom metodom analizira beskona¢nost

Nasu ¢emo pricu zapoceti s Georgom Cantorom (1845. - 1918.) koji je svojim radovima
dobrano uzdrmao dotadasnja shva¢anja matematike. Valovi toga potresa, zajedno s pravim
matematickim biserom koji je Cantor otkrio - dijagonalnom metodom, bitno su obiljezi-
li matematicku povijest racunarstva. Problemi” su nastali kad je Cantor, baveci se sasvim
prakti¢nim pitanjima konvergencije Fourierovih redova, poceo izucavati dotad .zabranjeno
podrucje” - beskonacne skupove. Ne samo da je pokazao da je skup realnih brojeva bitno vise
beskonacan nego skup prirodnih brojeva, nego je pokazao da postoji cijela (beskonacna) hije-
rarhija sve ve¢ih beskonac¢nosti. S matematickom imaginacijom kakva se rijetko vida izgradio
je jedan cijeli elegantni svijet beskonac¢nih skupova. Osnovni alat u toj izgradnji bila mu je
dijagonalna metoda. O snaznom protivljenju koje je doZivio ne samo od teologa i filozofa, ve¢
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i od cijele skupine matematicara, i o njegovoj herojskoj borbi za svoje ideje mozete procitati
u [1]. O matematici beskona¢nih skupova mozete procitati u [6]. Mi ¢emo ovdje objasniti
osnovnu ideju dijagonalne metode i primijeniti metodu da pokazemo nesto sto tada nije bilo
u fokusu paznje - da postoje neizracunljive funkcije, funkcije za koje ne moZemo napisati pro-
gram koji bi ih racunao. No, prvo ¢emo uvesti malo terminologije.

Da funkcija f preslikava elemente skupa A u elemente skupa B oznacavamo f: A - B.
Ako pritom preslikava sve elemente skupa A (na svim elementima je definirana), tada kazemo
dajetotalna. Ako pak poprima za vrijednosti sve elemente iz skupa B, tada kazemo da je surjek-
cija. Ako na razli¢itim ulazima poprima razli¢ite vrijednosti (x, #x, = f (xl) #f (xz) )
tada kazemo da je injekcija. Funkciju f: A = B koja je totalna, surjekcija i injekcija naziva-
mo bijekcijom izmedu skupova A i B. Ako posto-
ji bijekcija s nekog skupa S u skup (pozitivnih) 1 ) 3
prirodnih brojeva N, tada kazemo da je skup S
prebrojivo beskonacan. L | LM LE)|LG)

Objasnimo sada dijagonalnu metodu. Ona L, 1L, L,2)|L,3)
nam kaze kako iz zadane liste lista dobiti novu L L(1) | L,(2) | L,(3)
listu (pojam liste ¢emo intuitivno razumijevati).
Neka imamo prebrojivo beskona¢nu listu prebro-
jivo beskonac¢nih lista objekata iz nekog skupa
S:L,,L, ... . Elemente liste L, redom ¢emo ozna- Slika 1.
Cavati: L, (1),Ln (2).... Ovu listu lista slikovito

mozemo predstaviti tablicom u kojoj svaki redak 1 2 3
predstavlja jednu listu (Slika 1.) L, ) L(2)|L,3)
Dijagonala tablice takoder nam daje jednu L, (L) |5 L,(3)
listu: D(n) = L (n) (Slika 2.) L, |L(1) | L) | &Y
Neka je t : S = S neka totalna funkcija na B
skupu S. Pomocu nje ¢emo transformirati dijago-
nalnu listu u listu TD(n) = t(D(n)) .
Slika 2.

Dijagonalni teorem.

1) Ako funkcija t svaki objekt dijagonalne liste D(n) preslikava u neki drugi objekt
(TD(n) # D(n)), tada je TD nova lista koja je razli¢ita od svih lista iz tablice.

2) Akoje TD jedna od lista u tablici, tada transformacija nije promijenila ¢lan u toj listi koji
se nalazi na dijagonali.

Dokaz.

1) Ako je funkcija izmijenila sve ¢lanove dijagonalne liste, tada se od prve liste razlikuje na

prvom mjestu jer TD(1)= D(1) = L (1). Iz istog se razloga od druge liste razlikuje na
drugome mjestu, itd. Dakle, razlicita je od svih lista u tablici.

2) Ako je TD jedna od lista u tablici, recimo #-ta, tad se na njenoj dijagonali nalazi ele-
ment koji je gledano po dijagonali jednak D(n), a gledano po listi jednak TD(n). Dakle,
TD(n)=D(n).

Za ilustraciju upotrebe dijagonalne metode dokazat ¢emo da postoje neizrac¢unljive
funkcije. Naravno, time preskacemo cijelu ovu povijest koja je, izmedu ostaloga, i precizno
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definirala pojam izra¢unljive funkcije pa danas koristimo ve¢ ustaljen pojam: to su funkcije
za koje mozemo napisati program koji ih ra¢una u nekom programskom jeziku, npr. Pythonu.

Prvo ¢emo pokazati da skup izracunljivih funkcija N = N mozemo smjestiti u prebro-
jivo beskonac¢nu listu. Programski jezik Python sastavljen je od kona¢nog skupa simbola koje
mozemo poredati nekim redoslijedom. Taj redoslijed odreduje leksikografski redoslijed medu
svim stringovima (kona¢nim nizovima osnovnih simbola) iste duljine. Sve stringove mozemo
poredati na sljede¢i nacin. Prvo ispiSemo u zadanom redoslijedu sve stringove duljine 1. Za-
tim leksikografski poredamo stringove duljine 2, pa duljine 3, itd. Na taj smo nacin poredali
sve stringove u jednu prebrojivo beskona¢nu listu. Sad redom na stringove pustamo Python
interpreter koji iz te liste izdvaja listu Python programa. Medu njima dalje izdvojimo one koji
na ulazu i na izlazu imaju jedan prirodan broj. Tako ¢emo dobiti prebrojivo beskona¢nu listu
programa koji ra¢unaju funkcije N - N koje nisu ] 5 3
nuzno totalne (moze se dogoditi da na nekim ula-
zima program nikada ne staje). Time smo ujedno i 1A | /@) | £B)
d?bl(h i 11{:)rebro]1vo l:).eskonafns)hsstu tJ)‘n j[akvﬁ(li funk- 5L | AD | £2) | £,3)
cija (neke se mogu i ponavljati). S obzirom da sva-
ku od tih funkcija mozemo shvatiti kao listu njenih A AORFAONFAD
vrijednosti (ako na nekom ulazu nije definirana,
tad joj npr. mozemo pridruziti oznaku 1), $to zna-
¢i da imamo listu lista prikazanu na Slici 3.

Slika 3.

Primijenimo sad dijagonalnu metodu. Dijagonalna lista odreduje funkciju D: N >N,
D(n)= f,(n). Transformirajmo je u novu funkciju tako da joj svaku vrijednost izmijeni-
mo. Npr. to mozemo uciniti na sljede¢i na¢in. Ako D(n) nije definirana, stavit ¢emo da je
TD(n)=0. Ako je pak definirana, stavit ¢emo da je TD(n) = D(n)+1. Time je osigurano
da je svaki ¢lan liste izmijenjen. Po dijagonalnom teoremu, funkcija (lista) TD nije nijedna od
izracunljivih funkcija (nijedna od lista iz tablice). Dakle, ona je neizrac¢unljiva funkcija.

Uz malo vi$e poznavanja Cantorove matematike beskona¢nosti moze se lako pokazati
da neizrac¢unljivih funkcija ima bitno vise (tvore visu beskona¢nost) nego izrac¢unljivih funk-
cija: izrac¢unljivih funkcija ima koliko i prirodnih brojeva, a neizra¢unljivih koliko i realnih
brojeva.

Kad gledamo cijeli postupak kako smo odredili neizra¢unljivu funkciju TD, u njemu
mora biti neki neizra¢unljivi element. Inac¢e bismo imali postupak ra¢unanja neizrac¢unljive
funkcije TD, dakle kontradikciju. Identificirajmo taj element. Listu stringova mozemo racun-
ski generirati. Pustajudi interpreter redom na te stringove mozemo rac¢unski generirati listu
programa. Ispituju¢i naredbe u tim programima mozemo rac¢unski generirati listu programa
koji ra¢unaju funkcije sa N u N. Pustajudi te programe na raznim ulazima mozemo rac¢unski
generirati cijelu tablicu. Jedini je problem §to na nekim ulazima programi nece dati izlaz, ve¢
¢e beskonacno raditi. Upravo tu lezi odgovor. Kad bismo imali ra¢unski postupak (program)
kojim bismo za svaki program i ulaz u taj program mogli odrediti staje li program na tom ulazu
(tzv. problem zaustavljanja), tad bismo cijelu tablicu mogli racunski generirati, to bi za poslje-
dicu imalo i da bismo mogli imati program za rac¢unanje funkcije TD. Budu¢i da je ta funk-
cija neizracunljiva, to zna¢i da problem zaustavljanja nije izracunljiv. Stovise, da bismo mogli
racunati funkciju TD, dovoljno bi bilo imati ra¢unski postupak koji bi samo na dijagonalnim
elementima rjesavao problem zaustavljanja. Dakle, ni problem dijagonalnog zaustavljanja, tj.
problem odredenja hoce li n-ti program u listi programa stati na ulazu #, nije izracunljiv.
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No, ovim razmatranjem presko¢ili smo vremenski redoslijed jer je ba$ Alan Turing bio
prvi ¢ovjek kojemu je palo na um primijeniti dijagonalnu metodu na izracunljive funkcije i
izvuéi gornje zakljucke.

lll. Hilbert spasava matematiku od paradoksa

Teorija skupova pokazala se vrlo elegantnom i mo¢nom teorijom u kojoj se lako mogu
modelirati i medusobno povezivati razne zamisli, te dokazivati razne tvrdnje o njima. Dapa-
¢e, pokazala se i nuznom za preciznije odredenje osnovnih matematickih struktura, kao npr.
strukture prirodnih brojeva. Tako je teorija skupova u matematici prihvacena kao osnovna
matematicka teorija. Medutim, krajem 19. stoljeca poceli su se u njoj otkrivati razni paradok-
si. Obi¢no su bili povezani s naprednijim dijelovima teorije, pa se vjerovalo da ¢e, kad se sve
malo bolje promisli, paradoksi nestati. Medutim, Bertrand Russell otkrio je 1902. godine vrlo
elementaran paradoks, danas ga nazivamo Russellov paradoks, koji je pokazao da su problemi
mnogo dublji nego $to se mislilo.

Da bismo otkrili” Russellov paradoks, opet ¢emo pustiti u pogon dijagonalnu metodu.
Sad ¢e nasa lista lista sadrzavati sve skupove. Cantor je pokazao kako se svi skupovi mogu pre-
brojiti, samo se umjesto prirodnih brojeva moraju koristiti ordinali. Nama je ovdje jedino vaz-
no znati da Ce liste biti numerirane ordinalima koji su (prirodno) produzenje u beskonac¢nost
niza prirodnih brojeva: prirodni brojevi tvore pocetni dio ordinalnog nizanja. Liste nece biti
prebrojivo beskona¢ne nego bitno vece, ali se moze
pokazati da sve $to je prethodno receno o dijagonal-
nom metodu i sada vrijedi. Dakle, po Cantoru sve 5,
skupove mozemo ordinalno nanizati u jednu listu: s
$;» Spe » Za svaki takav skup mozemo gledati koji
mu je skup element, a koji ne. Tako za svaki skup s,
imamo listu nula i jedinica, gdje je na i-tom mjestu
u listi 0 ako skup s, ne pripada skupu s , inace je 1.
Tako nasa lista lista moze izgledati kao na Slici 4.

S, S, N

w

[l B =)

1 0
1 0
0 0

Slika 4.

Npr. iz drugog retka moZzemo iscitati koji su skupovi elementi skupa s, : s, mu jest ele-
ment, s, mu jest element, s, mu nije element,... Dijagonalna lista takoder odreduje jedan skup
d. To je skup kojem s, nije element, s, mu jest element, s, mu nije element,... Zamijenimo li
u dijagonalnoj listi jedinice nulama a nule jedinicama, dobit ¢emo transformiranu listu koja
odreduje skup td. To je skup kojem s, jest element, s, mu nije element, s, mu jest element,...
Budu¢i da je ova transformacija dijagonalne liste izmijenila sve njezine elemente, po dija-
gonalnom teoremu ovaj skup nije nijedan od skupova iz tablice. Ali u tablici su svi skupovi.
Dobili smo kontradikciju. Jo§ govorimo i o paradoksu jer nije jasno zasto td nije skup.

Cesto je dijagonalna metoda samo vizualan nacin razmigljanja kojim naslutimo neki re-
zultat koji mozemo i direktno pokazati. To je i ovdje slucaj. Lako je vidjeti da dijagonalna lista
odgovara na pitanje pripada li skup s, sam sebi: 0 znaci da ne pripada, a 1 da pripada. Dakle,
dijagonalni skup je skup svih skupova koji sebi pripadaju, d = {x | x € x}, pa je antidijagonalni
skup skup svih skupova koji sebi ne pripadaju, td = {x | = x € x} (znak — je znak negacije). Di-
jagonalni teorem kaze nam da kad bi transformirani skup td bio jedan od skupova iz tablice,
onda bi se na dijagonalnom elementu razlikovao na sebi samom - dobili bismo kontradikciju.
Sad ¢emo tu kontradikciju direktno dobiti. Ovdje dijagonalni element odgovara na pitanje je
li td € td. Po uvjetu pripadnosti skupu td, neki skup x mu pripada ba$ kad sebi ne pripada:
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X € td < = x € x. Primijenimo li to na sam td, dobijemo kontradikciju - td sebi pripada upra-
vo kad sebi ne pripada:
tdetd< —tdetd

Otkrice kontradikcija u teoriji skupova koja se afirmirala kao osnovna matematicka teo-
rija znacilo je da je cijela matematicka .zgrada” izgradena na nesigurnim temeljima. Nastala
je prava uzbuna u matemati¢kom svijetu. Prvih desetljeca 20. stoljeca pokrenuta su tri velika
programa spasavanja matematike, odnosno izgradnje ¢vrstih osnova matematike: logicizam,
intuicionizam (konstruktivizam) i formalizam (Hilbertov program). Nijedan od tih programa
nije uspio spasiti” matematiku, ali ju je obogatio nekim od najljepsih matematickih sadrza-
ja (u meduvremenu, matematika je pokazala da joj sasvim dobro ide i bez ¢vrstih temelja).
Logicizam (Gottlob Frege, Bertrand Russell, ...) je namjeravao spasiti matematiku tako da
je svede na logiku: da pokaze da se matematicki pojmovi mogu definirati pomo¢u logickih
pojmova i da se matematicki teoremi mogu dokazati na osnovi logickih istina. Ne samo da se
to pokazalo stranim stvarnom tkivu matematike, ve¢ se to jednostavno nije uspjelo napraviti.
Intuicionizam (Luitzen Egbertus Jan Brouwer, Arend Heyting, ...), kojem bolje pristaje ime
konstruktivizam (kad ga oslobodimo od misticizma), inzistirao je na tome da matematika
smije koristiti samo konstruktivne metode. On je uvelike utjecao na racunarstvo jer je razvio
niz konstruktivnih metoda i nadina razmisljanja. Medutim, pokazalo se da bi inzistiranje na
konstruktivnosti zahtijevalo odbacivanje najljepsih i najuspjesnijih dijelova matematike, kao
npr. diferencijalnog i integralnog ra¢una. Drugim rije¢ima, intuicionizam bi spasio matema-
tiku tako da bi je osakatio. To takoder nije proslo. Tre¢i program, Hilbertov program (forma-
lizam nije ba$ sretno odabran naziv za taj program), program je unutar kojega se dalje odvija
glavni dio povijesti koju pratimo (mada su i druga dva smjera vrlo znacajan dio te povijesti) i
zato ¢emo njemu posvetiti posebnu paznju.

Od pocetka 20. stolje¢a pa sve do dolaska nacizma na vlast 30-ih godina, Gottingen u
Njemackoj bio je centar matematickog svijeta (a i centar svijeta fizike), a njegova glavna zvi-
jezda bio je David Hilbert (1862. - 1943.), ¢ovjek izuzetno $irokih nazora, ne samo u matema-
tici, ve¢ i u pitanjima ljudskosti. Vise o Hilbertu i tom dobu mozete procitati u [1].

Hilbert je zamislio program spasavanja koji bi imao sljedece glavne crte:

1) Svaku matematicku teoriju treba posve precizno formulirati: to¢no precizirati jezik, pra-
vila dokazivanja i aksiome teorije. Pri tome skup aksioma mora biti efektivan, a pravila
dokazivanja konstruktivna, u smislu da mozemo efektivno provijeriti je li nesto aksiom ili
ne, odnosno je li neki niz zakljucivanja dokaz ili ne.

2) Zatako formuliranu teoriju treba finitnim sredstvima (konstruktivnom manipulacijom sa
simbolima) dokazati konzistentnost.

Prema Hilbertu, postizanje ovih dvaju ciljeva osiguralo bi i tre¢i vazan cilj, $to bi i kon-
struktiviste zadovoljilo, konstruktivan dokaz konzervativnosti matematickih teorija: svaka

finitno smislena tvrdnja (tvrdnja ¢iji je sadrzaj konstruktivan), koja se moze dokazati u toj
teoriji, moze se dokazati i finitnim sredstvima.

Vidimo da se u programu dosta spominje forma, pa je odatle dobio naziv - formalizam.
Ali to ne znaci da Hilbert i drugi sudionici nisu matematiku razumijevali kao sadrzajnu ljud-
sku djelatnost.

U formulaciji programa prisutni su pojmovi konstruktivnosti, efektivne provjerljivosti i
finitnosti, kojima nije dano precizno znacenje, nego se oslanjaju uglavnom na intuiciju. Pojam
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efektivne provjerljivosti je tek poslije precizno formuliran u Turingovom radu. Ostali pojmovi
— precizan jezik, pravila dokazivanja, konzistentnost i neki drugi koje ¢emo spomenuti, tije-
kom razvoja ovog programa, ali i ostalih dvaju programa, dobili su posve precizno znacenje.
Precizne formulacije mozete na¢i u [7]. Ovdje ¢emo samo .izdaleka” opisati ove pojmove.

S obzirom da ¢itatelji imaju iskustvo s matemati¢kim jezikom, precizne jezike koji su
razvijeni u matematickoj logici mozemo kratko opisati kao do kraja precizirane varijante ma-
tematickog jezika. Ovdje ¢e biti rije¢i samo o takozvanim jezicima prvog reda, a mi ¢emo ih
radi jednostavnosti zvati (logicki) jezici. Nadalje, stalno ¢emo podrazumijevati interpretirane
jezike, jezike koji govore o ne¢em odredenom, prirodnim brojevima, skupovima,... . Svaka
tvrdnja takvog jezika je ili istinita ili lazna. Da je u jeziku L tvrdnja ¢ istinita, oznacavat ¢emo
LEeg.

Najvaznija relacija medu tvrdnjama logickog jezika je relacija logicke posljedice. Intuitiv-
no, da iz nekog skupa tvrdnji A logicki slijedi tvrdnja ¢, znaci da samo na osnovi pretpostavke
da su sve tvrdnje iz A istinite, neovisno o ¢emu govore, koristeci znacenja jezi¢nih konstrukei-
ja mozemo odrediti istinitost tvrdnje ¢. Npr. iz tvrdnje x > 3 i x € N, koriste¢i jezi¢ni smisao
veznika .i”, mozemo logicki zakljuciti da je x > 3 (istinitost pocetne tvrdnje znaci da obje
tvrdnje spojene veznikom .i” moraju biti istinite, pa tako mora biti istinita i prva tvrdnja).
Nasuprot tome, iz tvrdnje x > 3 ili x € N ne mozemo logicki zakljuciti da je x >3 (istinitost
pocetne tvrdnje znaci da je barem jedna od tvrdnji spojenih veznikom ili” istinita, ali to ne
mora biti prva tvrdnja). Da iz skupa recenica A logicki slijedi recenica ¢, ozna¢avamo A F .

Da iz nekog skupa tvrdnji logicki slijedi neka tvrdnja obi¢no izvodimo u nizu jednostav-
nih koraka koji su formalne prirode (ispituje se samo forma recenica). Tako npr. iz recenice
oblika ¢ i1 mozemo izvesti recenicu ¢. Takav sustav izvodenja nazivamo deduktivni sustav.
Niz koraka kojim iz nekog skupa recenica A pomocu ovog deduktivnog sustava izvedemo
re¢enicu ¢ nazivamo izvodom u tom sustavu. Deduktivni sustav mora biti efektivan u smislu
da mora postojati algoritam koji za svaki niz koraka moze odrediti je li to izvod u danom de-
duktivnom sustavu ili ne. Da je u nekom deduktivhom sustavu iz skupa recenica A izvediva
recenica ¢, oznacavamo A - ¢.

Naravno, osnovni cilj je da deduktivnim sustavom posve opisujemo logic¢ku posljedicu,

tj. da vrijedi svojstvo potpunosti deduktivnog sustava:
AFpe At

Kurt Godel je 1929. godine u svom doktorskom radu dokazao potpunost jednog sustava
dokazivanja. Prvi takav sustav napravio je Gottlob Frege koji se zbog svojih revolucionar-
nih radova iz podrucja logike ponekad naziva i ocem moderne logike. Svi danas upotrebljivi
deduktivni sustavi su potpuni. Dok su neki od njih prilagodeni racunalu ili pak teorijskim
razmatranjima, postoji i jedan sustav, tzv. sustav prirodne dedukcije, koji do kraja precizira
nacin kako mi razmisljamo.

Razmotrimo s ra¢unske strane $to znaci postojanje potpunog deduktivnog sustava za re-
laciju logicke posljedice. Da bismo ispitali slijedi li logi¢ki iz nekog skupa rec¢enica A recenica
¢, unekom takvom deduktivnom sustavu izvodimo recenice iz skupa A (ili damo to racunalu
da radi). Ako izvedemo recenicu ¢, procedura nam je dala odgovor Da. Ako pak ¢ logicki ne
slijedi iz A, tada je nikada necemo u izvodenju dobiti. Dakle, procedura ne moze dati odgovor
Ne! Tako imamo program koji za dani skup recenica A i reCenicu ¢ na izlaz daje odgovor Da
kad je A F ¢, a ne staje kad nije A F ¢. Za relaciju za koju postoji takav program kazemo da je
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poluizracunljiva. Naravno, mi bismo htjeli imati program koji daje odgovor Da kad je A = ¢
i Ne kad nije A F ¢. Za takvu relaciju kazemo da je izracunljiva. Hilbert je upravo za relaciju
logicke posljedice 1928. godine postavio problem njene izracunljivosti. Upotrijebio je nje-
macku rije¢ Entscheidungsproblem (problem odluke) koja je postala univerzalno prihvacena
i koju smo ve¢ sreli u naslovu Turingovog rada. To je drugi vazan sastojak nase price (prvi je
dijagonalna metoda). Vidjeli smo da je Kurt Gédel svojim teoremom potpunosti deduktivnog
sustava dokazao da je relacija logicke posljedice poluizracunljiva. Vidjet ¢emo da je Alan Tu-
ring u svom radu dokazao da ona nije izracunljiva.

Pod skupom aksioma smatramo svaki skup tvrdnji nekog logickog jezika za koji postoji
algoritam koji za svaku recenicu jezika moze utvrditi pripada li ona ovom skupu ili ne. Osnov-
no svojstvo skupa aksioma A je konzistentnost, da ne mozemo iz njega izvesti neku tvrdnju
zajedno s njenom negacijom:

Ne postoji recenica ¢ takvadajeiAF@iAF—¢.
Moze se pokazati da bismo, kad bi sustav bio nekonzistentan, u njemu mogli dokazati

sve reCenice. Dakle, takav sustav je neupotrebljiv. Naravno, zeljeli bismo i da je skup aksioma
korektan, da se iz njega mogu izvesti samo istinite recenice jezika:

AFp—=>LEp

Jos bi bolje bilo da je skup aksioma potpun, da se iz njega mogu izvesti sve istinite re¢eni-
ce jezika i samo one (ovaj drugi dio slijedi iz prvog ako je teorija konzistentna):
AFp<LEp
Pored toga $to je precizirao jezik prvog reda i mnostvo znacajnih pojmova, kao i identifi-
cirao znacajne probleme, Hilbertov program imao je i pocetnih uspjeha u njihovu rje$avanju.
U tom programu je kao Hilbertov asistent vazan sudionik bio i von Neumann, $to je isto zna-

¢ajno za nasu pri¢u. No ono najvaznije se nije uspijevalo napraviti — dokazati konzistentnost
teorije prirodnih brojeva, najbazi¢nije matematicke teorije.

Kad je Hilbert sa 68 godina oti$ao u mirovinu, jo$ uvijek je bio pun optimizma. Te 1930.
godine njegov rodni grad Konigsberg dodijelio mu je titulu poc¢asnog gradanina. Tom pri-
godom odrzao je u Kénigsbergu predavanje o prirodnim znanostima i logici na kojemu je u
svom tipi¢nom optimisti¢nom stilu tvrdio da nema nerjesivih problema. Predavanje je zavr-
$io poznatim rije¢ima: Wir miissen wissen — wir werden wissen (Mi moramo znati — mi ¢emo
znati). Ironijom sudbine, u Konigsbergu je nekoliko dana ranije odrzan simpozij o osnovama
matematike na kojem je mladi austrijski matemati¢ar Kurt Godel obznanio svoje rezultate
koji su srusili Hibertov program.

IV. Godel kodira matematiku i postavlja granice formalizma

Kurt Godel (1906. — 1978.) godine je 1931. objavio rad [8] u kojem je sredstvima o koji-
ma dotad nitko nije ni sanjao postigao rezultate koji su mnogima srusili snove.

Mi ¢emo ovdje neformalno opisati jednu apstraktnu i semanticku verziju Godelovih teore-
ma o nepotpunosti aritmetike, jer ¢e nam to omoguciti da se u kratkom prikazu usredoto¢imo
na bitne ideje koje leze u pozadini tih teorema, kao i njihove posljedice za Hilbertov program.
Detaljno o Godelovim teoremima mozZete saznati u [9], a o njegovoj neobi¢noj li¢nosti u [1].

Godelovi teoremi, u tzv. semantickoj verziji, govore o aksiomima pomocu kojih izvodi-
mo istinite tvrdnje o prirodnim brojevima u jeziku koji sadrzi oznaku za nulu (0), za funkciju
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sljedbenika (S), za operacije zbrajanja (+) i mnozenja (-), te za relaciju usporedbe (<) prirod-
nih brojeva. Ovaj ¢emo jezik zvati jezik aritmetike.

Godelov teorem o nepotpunosti aksioma aritmetike (semanticka verzija): Za svaki
skup aksioma koji su istinite tvrdnje jezika aritmetike postoji istinita tvrdnja jezika aritmetike
koja se iz njih ne moZe ni dokazati ni oboriti (dokazati njena negacija).

Godelov teorem o nedokazivosti konzistentnosti aksioma aritmetike (semanticka
verzija): Za svaki skup aksioma koji su istinite tvrdnje jezika aritmetike i koji sadrZe Peanovu
aritmetiku vrijedi da se iz njih ne mozZe ni dokazati ni oboriti tvrdnja koja izrazava njihovu
konzistentnost.

Klju¢no je u ovoj formulaciji, podsjetimo se definicije skupa aksioma, da skup aksioma
mora biti izracunljiv. Ovdje necemo precizirati $to je Peanova aritmetika, ve¢ ¢emo samo
re¢i da se ona sastoji od nekih elementarnih istina o prirodnim brojevima i operacijama nad
njima iz kojih moZzemo izvesti svu standardnu aritmetiku prirodnih brojeva. Tako drugi G6-
delov teorem zahtijeva da je skup aksioma .dovoljno jak”. Napomenimo da teorem vrijedi i
za skupove aksioma koji ne sadrze Peanovu aritmetiku nego nesto slabiju, tzv. Robinsonovu
aritmetiku. Poslije ¢emo navesti tvrdnju koja izrazava konzistentnost nekog skupa aksioma. I
drugi Godelov teorem je teorem o nepotpunosti jer takoder govori o postojanju istinite tvrd-
nje koja se ne moze ni dokazati ni oboriti.

Posljedice za Hilbertov program su devastirajuce. Prvi Godelov teorem pokazuje da se
ne moze ispuniti ni prva tocka Hilbertova programa: skup aritmetickih istina uopce se ne moze
prikazati kao aksiomatska teorija! Drugi Godelov teorem pokazuje da se ne moze ispuniti ni
druga tocka Hilbertova programa. Ma §to to¢no znacila finitna sredstva kojima bismo trebali
dokazati konzistentnost nekog malo jaceg skupa istinitih aksioma aritmetike A, ona se mogu
opisati pomocu Peanove aritmetike, pa tako i pomocu A. Kad bismo takvim sredstvima mogli
dokazati konzistentnost A, tada bi se iz A mogla izvesti tvrdnja koja izrazava konzistentnost
od A. No, po drugom Godelovom teoremu to je nemoguce. Dakle, finitnim sredstvima ne
moZemo dokazati konzistentnost od A!

U daljnjem ¢emo tekstu ocrtati dvije za nasu pricu bitne ideje na kojima pociva dokaz
prvog Godelovog teorema, kodiranje i dijagonalizaciju (koju je Godel preuzeo od Cantora).

Godela je za dokaz inspirirao paradoks lasca, odnosno recenica koja govori o sebi samoj
da je lazna. Kad bi bila istinita, tj. kad bi bilo istina to $to kaze, bila bi lazna. Kad bi bila lazna,
tj. kad bi bila laz to $to govori, bila bi istinita. Dakle, takva je recenica istinita upravo onda
kada je lazna — dobili smo kontradikciju. Godel se upitao $to bi bilo ako ona govori o vlastitoj
nedokazivosti, tj. o samoj sebi kaze da je nedokaziva. Podrazumijevat ¢emo da se radi o doka-
zivosti iz nekog istinitog skupa aksioma. Kad bi ta recenica bila dokaziva, bila bi istinita, pa bi
to znacilo da nije dokaziva, a to je u kontradikeiji s po¢etnom pretpostavkom. Dakle, ona nije
dokaziva. To ujedno znaci da je istina $to govori. Kad bi njena negacija bila dokaziva, onda bi
njena negacija bila istinita. To ne moze biti jer smo ve¢ utvrdili da je sama ta reCenica istinita,
pa je njena negacija lazna. Dakle, ni njena negacija nije dokaziva. Tako je re¢enica koja govori
o sebi da nije dokaziva istinita recenica koja nije ni dokaziva ni oboriva. Jo§ “samo” preostaje
nadi takvu recenicu. Dvije klju¢ne stvari treba rijesiti:

1) Kako recenica aritmetickog jezika koja govori o brojevima moze govoriti o dokazivosti?

2) Kako moze govoriti o sebi samoj?
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Odgovor na prvo pitanje Godel je nasao u kodiranju. Kodirao je jezik aritmetike L tako
da, preko kodova, reéenice aritmetike govore o re¢enicama aritmetike, dokazima, skupu ak-
sioma, dokazivosti neke recenice iz nekog skupa aksioma, itd. Sve to uspio je napraviti zahva-
ljujudi tome da su svi pojmovi vezani za formalnu stranu (jezik, aksiomi, dokazi) izra¢unljivi,
pa u ovom kodiranju prelaze u izrac¢unljive operacije s brojevima koje se mogu izraziti u
jeziku aritmetike. Istaknut ¢emo samo ono §to nam je ovdje najvaznije. Budu¢i da u jeziku
aritmetike postoji ime za svaki prirodan broj, preko kodiranja imamo i ime za svaku re¢eni-
cu. Neka je za recenicu ¢ jezika aritmetike njeno ime u jeziku aritmetike [¢]. Godel je za
svaki skup aksioma A nasao predikat jezika Prov, koji preko kodiranja izrazava dokazivost iz
aksioma A. Drugim rije¢ima, tvrdnja aritmetickog jezika Prov, ([(p-d istinita je upravo onda
kad je ¢ dokaziva iz A :

AR < LEProv, ([@])

Sada moZemo opisati i recenicu koja izrazava konzistentnost skupa aksioma A.
Takva recenica kaze da iz A nije izvediva kontradikcija, pa to moze biti npr. recenica

—prov, ([0=110=1]).

Danas, kad je u ra¢unalima sve kodirano u nule i jedinice, od bankovnih ra¢una pa do
slika najmilijih, kodiranje i ne izgleda kao neka posebna ideja. Ali u to doba ono je bilo zaista
nesto novo. A tek kodirati matematiku: to je bilo revolucionarno. To je tre¢i klju¢ni sastojak
nase price (osim dijagonalizacije i Entscheidungsproblema)

Odgovor na drugo pitanje, nalazenje recenice koja o sebi govori da je dokaziva, Godel je
nasao pomocu dijagonalne metode. Pogledajmo sve jednomjesne predikate jezika aritmetike,
npr. .x je paran broj’, .x je prost broj’... . Sve njih mozemo npr. leksikografski numerirati i
tako dobiti listu svih jednomjesnih predikata jezika aritmetike: P, (x), P,(x),... . Svaki taj predi-

kat moZemo preko kodiranja primijeniti na druge predikate. Na primjer, tvrdnja P, ('_P3 (x)])
kaze da predikat P,(x) ima svojstvo P,. Tako dobivamo listu lista:

P (x) P(x) Py(x)
P(x) | P([P])|P([P,])|P(TP,]) ]| .
P(x) | P([P,(]) | P([P,]) | P([P,O]) | ..
P(x) P([P(x)]) | P([P,x)]) | P([P,)]) | .o

Po dijagonali imamo predikate koji su primijenjeni na sebe same:

R (l_Pl (x)—|),P2 (|_P2 (x)—|),

Sad ¢emo transformirati dijagonalu tako da ¢emo na imena ovih recenica u jeziku L primije-
niti predikat —Prov, (x):

~prov, ([ (R ])-=Prov, ([ (. ()]

Ove recenice redom govore: nije dokaziva recenica {Pl (|—P1 (x)-|)-| , nije dokaziva recenica

[2(2,()))]--

Operaciju koja prebacuje predikat P(x) u recenicu P([P(x)]) , nastalu primjenom predikata
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na sebe sama, nazivamo dijagonalizacijom. Godel je pokazao da, preko kodiranja, i nju mo-
zemo izraziti u jeziku aritmetike funkcijskim simbolom koji ¢emo nazvati d. Tako prethodnu
transformiranu listu moZemo prevesti u listu:

—Prov, (d(|_P1 (x)-|)),—'Pr0vA (d(I_P2 (x)-l)), ..
Ove recenice redom govore: nije dokaziva dijagonalizacija re¢enice [P,(x)], nije dokazi-
va dijagonalizacija re¢enice [P,(x)]....
Ta je lista dobivena primjenom predikata —Prov,, (d (x)) na ostale predikate. Dakle, taj

predikat nalazi se u tablici. Neka je to predikat iz tablice indeksa O : P,(x). Po dijagonalnoj
lemi, ¢lan ove liste koji se nalazi na dijagonali nije se izmijenio ovom transformacijom. Ali §ta
to znaci? Kad idemo po toj listi, svaka recenica u listi govori da nije dokaziva recenica na diila—

gonali koja je u istom stupcu: P (|_P1 (x)-l) govori da nije dokaziva recenica {Pl (|—P1 (x)-|)
P (|—P2 (x)-|) govori da nije dokaziva recenica {PZ ([P2 (x)—|)-| »-. . U tablici je strelicom na-
znaceno ovo referiranje:

P,(x) P,(x) P,(x)
P [PrfrD | PP, | P(TP@D] -
P(x) |P([P(0)])|PITH P([Px)])]| ...
P(x) |P([P,(x)])|P([P,x)])|PTP]) | oo

>

~

~

Py(x) | Py(TP,)]D) | P([P,0)]) | P[P0 ]) P,([P,

Vidimo da recenica na presjeku ovog retka s dijagonalom referira na samu sebe. Dakle,
ona o sebi govori da nije dokaziva. To je recenica —Prov,, (d(|——'ProvA (d(x))])) , tzv. Gode-
lova recenica.

Nas je zanimalo da nademo recenicu koja o sebi kaze da nije dokaziva. No, na isti ovaj
nacin mogli bismo za bilo koji predikat jezika P nadi recenicu koja o sebi govori da za nju
vrijedi P. Samo bismo u prethodnom razmatranju zamijenili =Prov, sa P.

Da malo priblizimo ovaj neobi¢an nacin dijagonalnog samoreferiranja, pokazat ¢emo
kako ga mozemo dobiti u prirodnom jeziku. Npr. dijagonalizacija (skraceno dijag.) recenice
Kurt ¢ita x je re¢enica Kurt ¢ita Kurt ¢ita x”. Sad ¢emo popravljati” referiranje dok ne dobije-
mo recenicu koja referira na sebe, tj. re¢enicu koja kaze da Kurt ¢ita ba$ tu recenicu. Radi pre-
glednosti, strelicom ¢emo oznacavati $to Kurt ¢ita i u zagrade napisati je li to samoreferiranje:
Kurt ¢ita Kurt ¢ita x” - Kurt ¢itax  (NE)

Kurt ¢ita dijag. od [Kurt ¢ita x” = Kurt ¢ita Kurt ¢itax” (NE)
Kurt ¢ita dijag. od [Kurt ¢ita dijag. od x” = Kurt ¢ita dijag. od [Kurt ¢ita dijag. od x” (DA!)

Originalni Godelovi teoremi puno su dalekoseZzniji od semanticke verzije koju smo mi
naveli. Oni uopc¢e ne spominju semanticki pojam istine, ve¢ umjesto uvjeta da aksiomi budu
istiniti koriste slabiji uvjet — da su aksiomi konzistentni. O toj op¢enitijoj verziji i dokazu mo-
zete saznati u [9]. Ovdje ¢emo samo navesti kakve su posljedice ovih teorema za nase znanje.

Sve nase imalo ambicioznije teorije (za koje obi¢no ne znamo jesu li istinite) sadrze Pe-
anovu aritmetiku (uvijek ne$to brojimo), bilo da su matematicke (teorija brojeva, Euklidova
geometrija, teorija skupova,...), bilo fizikalne (klasi¢na mehanika, kvantna mehanika,...), ili
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pak iz nekog drugog podrucja. Tako su na njih primjenjivi Gédelovi teoremi: one su nuzno
nepotpune i ne mozemo dokazati njihovu konzistentnost sredstvima u ¢iju smo ispravnost
sigurni. Stalno zahtijevaju kreativan akt upotpunjena i spremnost suoc¢avanja s njihovom
nekonzistentno$éu. S obzirom da ra¢unalima mozemo predati samo ovaj formalizirani dio
razmisljanja koji je nepotpun i nesiguran, Gédelovi teoremi ujedno postavljaju i granice na
rac¢unalno simuliranje ljudskog razmisljanja.

V. Turing rjeSava Entscheidungsproblem

i «usput” daje matematicki opis univerzalnog racunala

Alan Turing (1912. - 1954.) u Cambridgeu je u Velikoj Britaniji u prolje¢e 1935. godine
pohadao predavanja Maxa Newmana o osnovama matematike koja su zavrsila dokazom prvog
Godelovog teorema nepotpunosti. Tu je upoznao tri glavna sastojka za svoj rad: Entscheidun-
gsproblem, kodiranje i dijagonalnu metodu. Bio je uvjeren da ne postoji algoritam kojim bi se
rutinski ispitalo slijedi li logicki jedna recenica iz skupa drugih recenica. Poceo je razmisljati
kako bi to dokazao. To razmisljanje zavrsilo je jednim od klju¢nih radova matematike i ra-
¢unarstva 20. stolje¢a, radom On Computable Numbers with an Application to the Entsche-
idungsproblem [4]. Gledano s danasnjeg stajali$ta, naslov rada nesretno je odabran jer nista
u naslovu ne upucuje na, za buduénost, klju¢ne rezultate: u radu je precizno definiran pojam
algoritma i izrac¢unljivosti, napisan je prvi programerski priru¢nik s bibliotekom pomo¢nih
potprograma, precizno je opisano univerzalno ra¢unalo s uskladistenim programom (napisan
prvi interpreter), precizno su opisani prvi algoritamski nerjesivi problemi (problem dijagonal-
nog zaustavljanja je najpoznatiji), i na kraju je rijeSen Entscheidungsproblem (relacija logicke
posljedice nije izra¢unljiva). Sto su to izra¢unljivi brojevi - za ove rezultate nije ni bitno, pa ih
ne¢emo ni spominjati. U knjizi [1] ne samo da mozete procitati o Turingovom Zivotu, ve¢ ta
knjiga sadrzi i krasnu analizu njegova rada. Mi ¢emo ovdje prikazati samo najbitnije elemente.

Dokazati da ne postoji algoritam bitno je drugaciji tip problema od problema nalazenja
algoritma kojim ¢e se rijesiti neki problem. Da bi se nasao algoritam, bas i ne moramo to¢no
znati §to je algoritam. Dovoljno je da se na konkretnom primjeru ljudi sloze da je to algoritam.
Tako svi znamo za algoritam zbrajanja brojeva, za Euklidov algoritam, za algoritam sortiranja
podataka, itd., a da mozda i ne znamo precizno re¢i $to je algoritam. Ali za dokazati da nema
algoritma moramo to¢no precizirati taj pojam. Tako je Turing prvo morao precizirati pojam
algoritma. Vidjeli smo da se i u Hilbertovom programu i u Gédelovom radu stalno spominju
algoritmi i izracunljivost. Tako je i za preciziranje formalizma matematicke logike bilo vazno
da se dade precizna definicija algoritma.

Turing je krenuo od analize rada ¢ovjeka koji ima zadatak npr. zbrojiti dva broja, ili pak
izvrsiti neku drugu rutinsku simboli¢ku proceduru (u to doba ti su se ljudi zvali computers).
Bile su mu vazne dvije stvari u analizi: da rastavi njegov rad na dijelove za koje je posve jasno
da su rutinski i da pri tome nista ne ispusti. Prvi uvjet osigurava da ¢e zaista dobiti nedvojben
opis algoritama, a drugi da ce taj opis biti potpun, da neki algoritmi nece biti izostavljeni.
Njegova analiza bila je toliko precizna da je ¢ak i ¢ovjek koji se moze smatrati olicenjem preci-
znosti, Kurt Godel, izjavio: Turing je izvan svake sumnje dao korektnu definiciju mehanicke
izracunljivosti”. Tom analizom Turing je pokazao da se sve rutinske procedure mogu rastaviti
na korake koji su sasvim trivijalni. Svaki korak sastoji se od ¢itanja simbola na nekom mjestu
(prazno mjesto predstavljeno je posebnim simbolom blank), upisivanja simbola na to mjesto
(ostavljanje istog simbola mozemo shvatiti kao upisivanje tog simbola, a brisanje kao upisi-
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vanje znaka blank) i eventualnog prelaska na drugo mijesto. Sto se stvarno u danom koraku
udini, ovisi o tome koji je simbol pro¢itan i kakvo je, po Turingovim rije¢ima, trenutno stanje
uma’ (trenutna namjera) izvrsitelja postupka. Dakle, ovisno o u¢itanom simbolu i stanju uma,
izvrsitelj ¢e na dano mjesto upisati simbol, eventualno se pomaknuti na novo mjesto i prije¢i u
novo stanje uma. Ilustrirajmo na jednom primjeru jedini sastojak koji nije konkretne prirode
- ideju stanja uma. Npr. ako se nalazimo na pocetku nekog na papiru napisanog nepraznog
niza simbola koji ne sadrzi simbol praznine i Zelimo izbrisati zadnji ¢lan niza, ideja rjesenja
je da, krenuvsi od pocetka niza, dodemo do prve praznine nakon niza (jer tako mozemo
identificirati gdje je kraj niza), vratimo se jedno mjesto ulijevo i tu izbriSemo znak. Dakle, na
pocetku nam je namjera pronaci mjesto koje ¢emo izbrisati. S tom namjerom se pomic¢emo za
jedno mjesto udesno. Svaki simbol na koji naidemo, a koji nije simbol praznine, ponovo ¢emo
upisati (ostaviti ga netaknutog) i pomaknuti se za jedno mjesto udesno. Tako ¢emo napredo-
vati po nizu korak po korak, uvijek s istom namjerom, dok ne naletimo na prazninu i vratimo
se jedno mjesto unazad. Tad ¢emo promijeniti namjeru. Nova namjera je da ¢emo izbrisati
znak na mjestu na kojem se nalazimo. I time smo izvr$ili zadatak. Jasno je da sve konkretne
akcije (¢itanje simbola, upisivanje simbola, pomicanje na susjedno mjesto) moze napraviti i
stroj. No, $to je sa stanjima uma (namjerama)? Turing je zaklju¢io da izvr$enje rutinskih pro-
cedura zahtijeva konac¢an skup stanja uma, pa ih tako mozemo strojno simulirati s kona¢nim
brojem unutarnjih stanja stroja. Dakle, svaki takav korak moze izvréiti i stroj. Zakljucak je da
izvrsitelja bilo koje procedure mozemo zamijeniti odgovarajué¢im strojem.

Tako je Turing na sljede¢i nacin zamislio racunske strojeve koje danas nazivamo Turin-
govi strojevi, i koji obavljaju rutinske poslove umjesto ljudi. Svaki takav stroj

1) ima konacan skup unutarnjih stanja;
2) ima traku koja je sastavljena od celija i koja se proteze po volji daleko u oba smjera;

3) ima glavu koja se u svakom koraku nalazi nad jednom ¢elijom iz koje moze proditati sim-
bol i u koju moze upisati simbol, te se moze pomaknuti za jedno mjesto ulijevo ili udesno.

Pojedini Turingov stroj (dizajniran za rjesavanje odredenog zadatka) je zadan (odreden)

1) kona¢nim skupom Q simbola unutarnjih stanja medu kojima je jedno istaknuto kao
pocetno stanje (ovi se simboli mogu sastojati od viSe znakova);

2)  kona¢nim skupom S simbola na traci koje stroj moze proditati sa trake ili upisati na traku

(medu njima je uvijek simbol praznine blank);

3) konac¢nim skupom petorki koje ¢emo nize opisati.

Ono $to odreduje Turingov stroj upravo je njegov skup petorki. Skup petorki mozemo
shvatiti kao program (Turingov program) koji taj stroj realizira (nije bitan redoslijed petorki),
a svaku petorku kao naredbu, mada one samo opisuju §to stroj radi. Svaka petorka sastavljena
je od pet informacija (qi,R,W,A,q f) sa znacenjem: (ako si u stanju g, procitao na traci sim-
bol R, tada upisi simbol W, u¢ini akciju A i prijedi u stanje g.. Pri tome su moguce tri akcije:
«otidi udesno za jedno mjesto” (oznaka 1), .otidi ulijevo za jedno mjesto” (oznaka [1”) ili
«ostani na istom mjestu” (oznaka *”). Kakva je to¢no sintaksa naredbe (petorke), nije bitno.
Mi ¢emo je zapisivati stringom g, R :W Aq, (izmedu navedenih simbola su praznine). Znak
<~ ubacen je samo da se razlikuju parametri pocetka koraka (pocetno stanje i u¢itani simbol)
od onog sto je ucinjeno u koraku (koji je simbol upisan, koja akcija u¢injena i u koje je stanje
stroj presao). Skup petorki mora imati jedno vazno svojstvo: u skupu ne smiju biti dvije petor-
ke s ista prva dva simbola. Ovime je osiguran jednozna¢ni odgovor stroja na ucitani simbol i
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stanje u kojem se nalazi.

Skup petorki determinira rad stroja na danom ulazu na traci i pocetnom polozaju glave.
Petorka, kojoj su pocetni parametri pocetno stanje i u¢itani simbol, s ostala tri simbola odre-
duje $to Ce stroj uciniti. Tako ée stroj dospjeti u neko eventualno novo stanje u kojem ¢ita novi
simbol. Sada petorka koja pocinje s tim stanjem i uc¢itanim simbolom odreduje $to ¢e stroj
udiniti itd. Kad se stroj nade u nekom stanju i procita simbol za koji ne postoji petorka koja
zapocdinje s tim stanjem i u¢itanim simbolom, tada stroj prestaje s radom.

Stanje rac¢una u nekom koraku posve je opisano stanjem trake
(zapisom koji je trenutno na traci), trenutnim unutarnjim stanjem
stroja i polozajem glave na traci. Stanje mozemo slikovito prikazati 00]2)1
kao na slici desno.

Lijevo i desno od zapisanog stringa su praznine. Ova je slika pre-
uzeta s web stranice http://morphett.info/turing/turing.html#Syntaxinfo

na kojoj se nalazi simulator Turingova stroja. Tu mozZete napisati pro-

gram koji treba izvrSavati Turingov stroj i pratiti njegovo izvrSenje za dani input, pocetno
unutarnje stanje i pocetni polozaj glave. Koriste se iste oznake za petorke kao i u ovom ¢lanku,
osim $to se ne pise znak "

Na primjer, Turingov stroj koji treba izbrisati zadnji znak u stringu sastavljenom od slova
AiB, stim da mu je pocetni polozaj glave na prvom znaku stringa a po¢etno stanje p, odreden
je sljede¢im skupom petorki (redoslijed petorki nije bitan, °_" je blank simbol):

PA:Arp
pB:Brp
p_:_lb

bA:_*b
bB:_*b

Prve tri naredbe kazu stroju da napreduje udesno dok ne naide na prazninu, kad se treba
vratiti jedno mjesto ulijevo (namjera p). Preostale mu dvije kazu da upise prazninu (namjera b).

Da bi pokazao da je njegova analiza ispravna, da ovi primitivni strojevi (koji naizgled ni-
$ta znacajno ne mogu izra¢unati) uistinu mogu izra¢unati sve $to se moze izra¢unati, Turing
je u radu isprogramirao niz sve tezih algoritama. Pri tome je razvio ideju potprograma, shva-

tivéi njihovu vaznost, te napravio cijelu malu biblioteku pomo¢nih programa. Tako Turinga
mozemo shvatiti i kao prvog programera u modernom smislu te rijeci.

Sad je mogao precizno definirati da je izracunljiva funkcija ona funkcija za koju postoji
Turingov stroj koji je racuna — za dane argumente izracuna vrijednost funkcije (ako funkcija
na nekom ulazu nije definirana, tada stroj nikad ne staje). Takoder, neka relacija je izracunlji-
va ako za nju postoji Turingov stroj koji moze za sve objekte ispitati jesu li u toj relaciji ili nisu.
Relacija je pak poluizrac¢unljiva ako postoji Turingov stroj koji za sve ulaze moze utvrditi da
jesu u relaciji ba$ onda kad jesu, a nikad ne staje kad nisu. Mozemo definirati i §to je to algo-
ritam - svaki Turingov program (konac¢ni skup petorki). Ili mozda manje “sluzbeno” — svaka
uputa koja se moze prevesti u Turingov program.

A onda je Turing dosao na ideju koja je promijenila budué¢nost. Ma koji Turingov pro-
gram napisali, znamo ga primijeniti na bilo koji ulaz na traci. Znaci da je i primjena programa
na ulaz rutinska stvar — radimo je po odredenom algoritmu. Dakle, ako je Turingova analiza

| 69



Poucak 83

dobra, i za taj algoritam mora postojati Turingov program (Turingov stroj) koji ga realizira!
I Turing ga je u radu zaista i napisao. Napisao je program (opisao stroj) koji na ulaz uzima
bilo koji program i ulaz u taj program, a na izlaz daje izlaz tog programa na danom ulazu.
Ako taj njegov rezultat gledamo softverski, to je prvi napisani interpreter. Ako ga gledamo
hardverski, to je moderno rac¢unalo: univerzalni stroj s uskladistenim programom. Ovdje treba
napomenuti da je univerzalnost takoder bitna komponenta Turingova rada. Turing je opisao
sve moguce algoritme, a ne samo one koji rade s brojevima. Njegovi strojevi koriste bilo kakve
simbole, a ne samo znamenke. Sve do EDVAC projekta strojevi su bili gradeni uglavnom za
rjeSavanje numerickih problema i nitko nije o njima razmisljao kao o univerzalnim strojevi-
ma, osim jednog ¢ovjeka, matematicara Charles Babbagea (1791. - 1871.). On je, 100 godina
prije, zamislio analiti¢ki stroj kao univerzalan stroj. Samo program ne bi bio uskladisten, ve¢
bi se izvana unosio na busenim karticama. No, tad je jo$ bilo prerano za takav stroj. Kad je
pisao svoj rad, Turing nije znao za Babbageove ideje. Sam Entscheidungsproblem prirodno je
vodio univerzalnosti pojma algoritma jer je relacija logi¢ke posljedice relacija izmedu bilo
kojih tvrdnji koje mogu govoriti o bilo ¢emu, ne samo o brojevima.

U pisanju univerzalnog programa Turing je bitno koristio Gédelovu ideju kodiranja.
Univerzalni program prima na ulaz ostale programe u kodiranom obliku. Kodovi koje je Tu-
ring koristio nisu bili brojevi (nizovi znamenki), ve¢ odredeni nizovi simbola, ali sve je vrlo
lako prevodivo u brojeve.

Turing je neizracunljivost problema dijagonalnog zaustavljanja rijesio na nacin na koji
smo ilustrirali Cantorovu dijagonalnu metodu. Ovdje ¢emo ga takoder rijesiti dijagonalnom
metodom, ali direktnije. Gledat ¢emo sve Turingove strojeve. Idu¢i preko svih prirodnih bro-
jeva, mozemo ispitati (moZemo ¢ak napisati Turingov program koji ¢e to uciniti) je li pojedini
broj kod Turingova stroja ili ne. Tako imamo prvi
kod, drugi kod,... Na taj nac¢in moZzemo prebrojiti i

programe. Imamo prvi program P, drugi program

P,.. Sad ¢emo, radi jednostavnosti, uzeti da je kod
prvog programa broj 1, drugog broj 2, itd. Za svaki P,

e e i
— |—=|—=|
— |e— |e— | W

od ovih programa gledat ¢emo na kojim se prirod- P,

nim brojevima zaustavlja, a na kojima ne. Ako se za-
ustavlja, stavit ¢emo znak |, a ako se ne zaustavlja,
znak 1. Tako imamo listu programa gdje svaki pro- .
gram odreduje listu .gore-dolje” strelica (Slika 5.) Slika 5.

Kad bi postojao Program H koji bi za svaki program mogao utvrditi zaustavlja li se on
na svom kodu, njegova bi lista izlaza odgovarala dijagonalnoj listi: samo bi umjesto znaka |,
sad bio odgovor True (zaustavlja se), a umjesto znaka 1 bio bi odgovor False (ne zaustavlja
se). Taj bismo program (dijagonalnu listu) mogli transformirati tako da ga ukomponiramo
u program TD koji ga nadopunjuje na sljede¢i nacin: ako program H na danom ulazu izbaci
odgovor True, program ga nadopunjava beskona¢nom petljom, a ako izbaci odgovor False,
program se zaustavlja. Tako je lista programa TD upravo suprotna dijagonalnoj listi. Po dija-
gonalnom teoremu, taj program nije u listi svih programa. Dobili smo kontradikciju. Dakle,
ne postoji program koji rje§ava problem dijagonalnog zaustavljanja.

Ve¢ smo napomenuli da dijagonalna metoda moze dati ideju kako nesto jednostavnije
dokazati. Tako i ovdje mozemo napraviti direktan dokaz. Kad bi postojao program H, mogli
bismo napraviti program TD kojem je nize dan pseudokod:
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Require: x
1: if H(x) then
2: gotol
3: end if

Stavimo li na ulaz ovog programa njegov vlastiti kod, ako H odgovori da on staje na
svom kddu, on nece stati na svom kddu, a ako odgovori da nece stati na svom kodu, on e stati
na svom kodu. Dobili smo kontradikciju. Dakle, program koji rjesava pitanje dijagonalnog
zaustavljanja ne postoji.

Na kraju rada Turing je rijesio Entscheidungsproblem tako da je rad Turingova stroja na
danom ulazu opisao u odgovaraju¢em matematickom jeziku. Pronasao je u tom jeziku rece-
nicu A koja kaze da Turingov stroj koda # na ulazu ima broj n, i pronasao je recenicu ¢ koja
kaze da ¢e se generirani racun u jednom koraku zaustaviti. Pokazao je da iz A logicki slijedi
¢ upravo onda kad ce stroj stati na vlastitom kodu. Tako, kad bismo imali Turingov program
za ispitivanje logicke posljedice, imali bismo i program za rje$avanje problema dijagonalnog
zaustavljanja. Dakle, ne postoji program koji rjeSava Entscheidungsproblem.

Turingovi rezultati pocivaju na pretpostavci da se Turingovim strojevima mogu opisati
svi algoritmi. Ma koliko njegova analiza bila precizna, ostaje moguénost da postoje algoritmi
koji se ne mogu opisati Turingovim strojevima. Postojanje takvih algoritama znacilo bi da je
Turingova definicija izracunljivosti nepotpuna, da njegov univerzalni stroj uopce nije univer-
zalan, da problem zaustavljanja i Entscheidungsproblem mozda ipak jesu algoritamski rjesivi.
Kad je rad bio pri samom kraju, u Cambridge je stigao novi broj American Journal of Mat-
hematics u kojem je bio ¢lanak An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory koji je
napisao Amerikanac Alonzo Church. U tom su ¢lanku definirana dva pojma izracunljivosti,
Churchov-Kleeneov A racun i Godel-Herbrandov pojam opée rekurzivnosti. Church je u ¢lan-
ku pokazao da su ta dva pojma ekvivalentna i da je, u smislu tih dvaju ekvivalentnih pojmova
izracunljivosti, problem spomenut u tom ¢lanku algoritamski nerjesiv. Church u tom radu
ne spominje Entscheidungsproblem, ali je jasno da negativno rjeSenje tog problema slijedi iz
Churchovih rezultata, $to je Church te iste godine u jednom drugom ¢lanku i pokazao. Tu-
ringov odgovor je bio da je napisao dodatak svom ¢lanku u kojem spominje Churchov rad i
skicira dokaz ekvivalentnosti njegovog pojma izracunljivosti s pojmovima izracunljivosti iz
Churchova ¢lanka.

Tako su 1936. godine .na svjetlo dana” izala tri ekvivalentna pojma izracunljivosti od
kojih je za Turingov bilo najuvjerljivije da odgovara intuitivnom pojmu izracunljivosti. Zani-
mljivo je da te tri formulacije odgovaraju danas klasi¢énim programskim paradigmama. Tu-
ringova formulacija odgovara imperativnom stilu programiranja u kojem se program sastoji
od niza naredbi, i taj stil programiranja poslije je postao dominantan u racunarstvu. A ra¢un
je pak najjednostavniji funkcijski jezik koji je postao osnova za sve funkcijske jezike, odnosno
za funkcijski stil programiranja: program je opis funkcije koja se iz tog opisa moze ra¢unati na
svakom ulazu. Tre¢a formulacija, Godel-Herbrandova, pojam opc¢e rekurzivnosti (mada, koli-
ko je poznato autorima, nije imao utjecaja na razvoj ra¢unarstva), u osnovi je formulacija koja
odgovara logickom stilu programiranja: program je opis problema, a ulaz u program je upit
na koji se iz opisa logickim izvodenjem dobije odgovor. Tako su se te godine pojavila sva tri
klasi¢na modela izra¢unljivosti, odnosno programerskim rje¢nikom receno, tri klasi¢ne pro-
gramske paradigme. Stovise, iste je godine Amerikanac Emil Post objavio ¢lanak u kojem je
opisao pojam izracunljivosti koji se samo u nebitnim detaljima razlikuje od Turingova opisa.
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Iste je godine i Stephen Kleene objavio ¢lanak u kojem je dan direktan matematicki opis klase
izrac¢unljivih funkcija. Dodajmo jo$ tome da je Emil Post imao rezultate nepotpunosti prije
Godela i rezultate o postojanju algoritamski nerjesivih problema prije Turinga i Churcha,
samo ih nikad nije dotjerao do razine objave. On je i tvorac tzv. Postovih sustava koji daju jo$
jednu ekvivalentnu formulaciju izra¢unljivosti. Danasnje formalne gramatike u ra¢unarstvu
samo su specijalan slu¢aj Postovih sustava.

Razne formulacije pojma izracunljivosti pokazale su se medusobno ekvivalentne. To je
dobra osnova da budemo jako sigurni da tako definirana izra¢unljivost u potpunosti obuhva-
¢a taj pojam. To je sadrzaj poznate Church-Turingove teze:

Izracunljivost se u intuitivnom smislu podudara s izracunljivoséu u smislu ekvivalentnih
formulacija pojma izracunljivosti.

Ovu tezu ne mozemo dokazati jer bi to zahtijevalo da preciziramo pojam intuitivne izra-
¢unljivosti. Tako bismo dobili novu formulaciju pojma izra¢unljivosti, pa bi samo dokazali
ekvivalentnost te formulacije s postoje¢ima. Medutim, tezu mozemo oboriti tako da pronade-
mo funkciju koja je u intuitivnom smislu izra¢unljiva, a nije izra¢unljiva u smislu ekvivalen-
tnih formulacija. No takva funkcija jo$ nije pronadena i vjeruje se da i nece biti pronadena. Za
svaki novi programski jezik koji pretendira na univerzalnost primjene (npr. Python) zahtijeva
se da bude Turing potpun: to znaci da daje novu ekvivalentnu formulaciju pojma izracunlji-
vosti. Ne Zelimo da bude slabiji od toga jer bi tada bio neadekvatan, a po Church-Turingovoj
tezi to je maksimalno $to moZemo postici sa svakim programskim jezikom.

VI. John von Neumann daje matemati€¢ki opis modernog
racunala

Dolaskom nacizma na vlast mnogi poznati znanstvenici napustaju Njemacku, Austriju,
Italiju i susjedne zemlje. To je doba najveéeg odljeva ljudi slobodnog duha iz kontinentalne
Europe. Jedna grupa matemati¢ara smjestila se u Princetonu, izmedu ostalih Kurt Godel i
John von Neumann (1903. - 1957.). Gédel se tamo povezao s grupom koja se bavila izra-
¢unljivodéu (Church, Kleene). I Turing se od 1936. do 1938. pridruzio toj grupi. Jednu od
preporuka za stipendiju dao mu je upravo von Neumann. Stovise, kad je Turing zavrsio svoj
boravak u Princetonu, von Neumann mu je ponudio da bude njegov asistent, ali Turing se
ipak odlucio vratiti u Englesku. Zabiljezena su mnoga svjedocanstva ljudi koji su tada su-
radivali s von Neumannom koja tvrde da je on bio dobro upoznat s Turingovim radom i da
je imao visoko misljenje o Turingu. Cak je znao suradnike savjetovati da pro¢itaju Turingov
rad, a i spominjao ga je na raznim predavanjima. S obzirom da se jedan dio Zivota i sam ba-
vio zasnivanjem matematike, nedvojbeno se moze utvrditi da je von Neumann u potpunosti
poznavao Turingov rad i razumio njegovu vaznost. I upravo je to ono klju¢no matematicko
naslijede koje je von Neumann donio u EDVAC projekt i na osnovi postojece tehnologije po-
stavio koncepcijski model modernog ra¢unala - von Neumannovu arhitekturu.

I tako smo se na kraju ovog .ekspres” putovanja kroz povijest vratili na pocetak nase pri-
¢e. Ova matematicka povijest ra¢unarstva, prije svega Turingov utjecaj, dugo je ostala sakri-
vena uslijed niza okolnosti. Pri tome Cestitost —on Neumanna uop¢e ne dolazi u pitanje. On je
i poslije spominjao vaznost Turingova rada u krugu svojih suradnika i prijatelja, kao i na pre-
davanjima. Jednostavo, to je bilo turbulentno poslijeratno doba, pogotovo u rac¢unarstvu koje
je dozivjelo pravu revoluciju i nije bilo vremena za .dijeljenje ordena”. I sam von Neumann
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bio je vrlo dinami¢na osoba uklju¢ena u razne projekte i razna podruéja matematike. Proslo
je ¢ak nekoliko godina kad je prvi put doznao da je njegov draft postao nasiroko poznat. Tu-
ringovom zaboravu zasigurno je pridonijela i von Neumannova prerana smrt 1957. godine.

Bez obzira $to se nadamo da je sada jasnije koje je matematicko blago von Neumann sa

sobom donio u EDVAC, njegov udio u stvaranju modernog ra¢unala i dalje je ogroman. Na-
vedimo na kraju $to je svojim matemati¢kim naslijedem i matematickim pristupom von Ne-
umann pridonio u famoznom draftu koji je u originalnom tisku sadrzavao stotinjak stranica:

1) Prije svega to je von Neumannova koncepcijska (logicka) organizacija racunala koja je
dobro poznata pa je ovdje ne¢emo opisivati. Ona je sinteza Turingove teorijske analize i
tadasnjih tehnoloskih mogu¢nosti.
2) Von Neumannov draft je, da se posluzimo rije¢ima Hermana Goldstinea, vrhunska
analiza i sinteza cjelokupnog razmisljanja koje se odvijalo u EDVAC-u od kraja 1944. do
proljeca 1945. godine” i jedan je od najvaznijih dokumenata iz povijesti racunarstva.
3) Von Neumann je uveo slikovitu notaciju, djelomi¢no preuzetu iz rada MacCullocha i
Pittsa A logical calculus of the ideas immanent in nervous activity iz 1943. godine (jedi-
nog rada koji spominje u draftu), koja se i danas koristi u logickom opisu elektronickih
dijelova racunala.
4)  PredlozZio je kompletan skup naredbi za EDVAC. U sljedeéem je radu pomo¢u njih sasta-
vio program za sortiranje niza podataka. Izborom problema Zelio je ilustrirati univerzal-
nost stroja jer su prethodnici EDVAC-a bili radeni za rjesavanje numerickih problema.
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