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SaZetak

Model maksimizacije profita u uvjetima savrsene konkurencije zauzima sredisnje
mjesto u mikroekonomskoj analizi ponasanja poduzeca. U uvjetima proizvodnje
Jjednog proizvoda u teorijskim i empirijskim istrazivanjima tehnologiju poduzeca
cesto opisuje Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje. U literaturi je problem
maksimizacije profita uz Cobb-Douglasovu tehnologiju gotovo uvijek rijeSen
primjenom diferencijalnog racuna. Stoga je cilj ovoga rada pokazati kako se
primjenom tezinske AG-nejednakosti problem maksimizacije profita uz Cobb-
Douglasovu funkciju proizvodnje s dva faktora proizvodnje moze rijesiti na
alternativni, novi nacin, bez derivacija. U usporedbi s diferencijalnim racunom,
primjena tezinske AG-nejednakosti zaobilazi netrivijalnu provjeru nuznih i
dovoljnih uvjeta za optimalno rjesenje problema. Elegantnost novog nacina za
izracun maksimalnog profita proizlazi iz izravne primjene tezinske AG-
nejednakosti te same definicije strogog globalnog maksimuma, cime se otvara
pogled na ovaj problem iz sasvim nove perspektive. Ipak, treba istaknuti da
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primjenu tezinske AG-nejednakosti, koja spada u alate elementarne matematike,
ne treba shvatiti kao superiorniji, ve¢ kao komplementaran nacin diferencijalnom
racunu u rjeSavanju i boljem razumijevanju ovog mikroekonomskog problema.

Kljucne rijeci: teorija poduzeéa, maksimizacija profita, Cobb-Douglasova
Sfunkcija proizvodnje, teZinska AG-nejednakost.

1. UvVOD

Mikroekonomski model maksimizacije profita poduzeca koje posluje u
uvjetima savrSene konkurencije jedan je od temeljnih problema u analizi ponasanja
poduzeéa. Matematicki se ovaj problem formulira kao problem matematickog
programiranja, pri ¢emu se maksimizira razlika izmedu prihoda i troskova (Jehle &
Reny, 2011).

U opisu tehnologije u uvjetima proizvodnje jednog proizvoda u literaturi se
najces¢e rabi CES funkcija proizvodnje, odnosno posebno Cobb-Douglasova
tehnologija kao grani¢ni sluc¢aj CES tehnologije (Vranki¢ & Orai¢, 2008). Pritom se,
kao alat za rjeSsavanje problema maksimizacije profita u slu¢aju Cobb-Douglasove
funkcije proizvodnje koristi diferencijalni ra¢un. Stovise, kako u domacoj, tako i u
stranoj literaturi, ovaj problem je gotovo uvijek rijeSen primjenom derivacija
(Gravelle & Rees (2004), Jehle & Reny (2011), Luka¢ (2014), Mas-Colell, Whinston
& Green (1995), Nicholson & Snyder (2011), Nicholson & Snyder (2017), Perloff
(2013), Pindyck & Rubinfeld (2017), Sydsaeter, Hammond, Seierstad & Strom
(2005), Varian (2010)). Sam model maksimizacije profita bez specificiranja funkcije
proizvodnje analizirali su Vrankié, Sohinger & Krpan (2019) i prepoznali jedinstvenu
strukturu  mikroekonomskih fenomena, u kojoj konveksni skupovi zauzimaju
srediSnje mjesto. Uspostavili su jedinstvenu vezu izmedu konveksne analize i
mikroekonomske teorije, bez pretpostavke o diferencijabilnosti funkcije proizvodnje.

Dokaz o konkavnosti Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje u slucaju n
faktora proizvodnje (n>2) te rjeSenje problema maksimizacije profita u slucaju vise od
dva faktora proizvodnje, dani su u (Avvakumov, Kiselev & Taras'ev, 2010), pri ¢emu
su se autori, takoder, sluzili diferencijalnim racunom funkcija vise varijabli.

Osim diferencijalnog racuna, problem maksimizacije profita u slucaju
Cobb-Douglasove tehnologije s vise od dva faktora proizvodnje rijeSen je i na
komplementaran nacin, primjenom geometrijskog programiranja, u radovima
(Liu, 2006) i (Koji¢ & Luka¢, 2018). Pritom je (Liu, 2006) problem
maksimizacije profita tretirao kao problem signomialnog geometrijskog
programiranja, dok su (Koji¢ & Lukac, 2018) problem transformirali u problem
geometrijskog programiranja stupnja slozenosti nula. Iako geometrijsko
programiranje zaobilazi tehniku deriviranja, treba istaknuti da temeljne teorijske
postavke geometrijskog programiranja ipak leze na rezultatima dobivenim
primjenom diferencijalnog racuna (vidjeti, na primjer, prvu fundamentalnu
referencu iz geometrijskog programiranja Duffin, Peterson & Zener (1967)).
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Stoga je cilj ovog rada pokazati kako se na novi nacin, bez primjene
geometrijskog programiranja ili diferencijalnog racuna, moze rijesiti problem
maksimizacije profita u sluaju Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje s dva faktora
proizvodnje, ¢ime se otvara pogled na opis mikroekonomskih fenomena iz sasvim nove
perspektive.

Ovaj novi nacin podrazumijeva koriStenje nejednakosti izmedu tezinske
aritmeticke i tezinske geometrijske sredine (tezinske AG-nejednakosti), koja omogucuje
dolazak do rjeSenja problema bez provjere, nezaobilaznih u primjeni diferencijalnog
racuna, netrivijalnih nuznih i dovoljnih uvjeta za optimum. U usporedbi s geometrijskim
programiranjem, novi na¢in elegantno zamjenjuje transformiranje polazne formulacije
problema (primala) u dualni problem te izravno daje rjeSenje, koristeéi pritom samo
tezinsku AG-nejednakost za dva pozitivna realna broja te definiciju strogoga globalnog
maksimuma. Kona¢no, treba istaknuti kako je u radu (Koji¢ & Luka¢, 2018) problem
maksimizacije profita uz Cobb-Douglasovu tehnologiju, ali samo u slucaju jednog
faktora proizvodnje, rijeSen primjenom tezinske AG-nejednakosti, pri ¢emu nije
pokazano kako se isti problem moze rijesiti u slucaju dva faktora proizvodnje (primjena
tezinske AG-nejednakosti u slucaju dva faktora proizvodnje ne slijedi trivijalno iz
primjene iste nejednakosti u slucaju jednog faktora proizvodnje). Stoga je okosnica
ovoga rada prezentacija rjeSenja problema maksimizacije profita uz Cobb-Douglasovu
tehnologiju u slucaju dva faktora proizvodnje primjenom tezinske AG-nejednakosti,
odabirudi, pritom, potrebne tezine na jednostavniji na¢in, nego $to je to ucinjeno u
(Koji¢ & Lukac, 2018).

Rad je podijeljen u pet poglavlja. Nakon uvodnog, u drugom je poglavlju
problem maksimizacije profita uz Cobb-Douglasovu funkciju proizvodnje rijeSen
primjenom diferencijalnog racuna, dok je u treCem poglavlju iskazana i dokazana
tezinska AG-nejednakost. U Cetvrtom poglavlju opisana je primjena tezinske AG-
nejednakosti u rjeSavanju problema maksimizacije profita uz Cobb-Douglasovu
tehnologiju u slu¢aju dva faktora proizvodnje, uz geometrijsku ilustraciju na prikladnom
numerickom primjeru. Osim toga, provedena je i komparativno-staticka analiza
dobivenog rjesenja bez koriStenja diferencijalnog racuna. U zavrSnom, petom poglavlju,
dana su zakljuCna razmatranja te smjernice za buduce istrazivanje.

2. PRIMJENA DIFERENCIJALNOG RACUNA U
RJESAVANJU PROBLEMA MAKSIMIZACIJE
PROFITA

U nastavku se analizira model maksimizacije profita poduzeca koje posluje u
uvjetima savrsene konkurencije u dugom roku u uvjetima proizvodnje jednog proizvoda
i angaziranja dva faktora proizvodnje u proizvodnom procesu. U uvjetima kada
poduzece proizvodi jedan proizvod, tehnologija poduzeca opisuje se funkcijom
proizvodnje. Funkcionalnih oblika koji opisuju tehnologiju poduzeéa ima mnogo
(vidjeti, na primjer, Diewert & Wales (1987) ili Griffin, Montgomery & Rister (1987)) i
njihov izbor u empirijskoj 1 teorijskoj ekonomskoj analizi ovisi o ciljevima i uvjetima

207



EKON. MISAO I PRAKSA DBK. GOD XXX. (2021.) BR. 1. (205 - 223) V. Kojié, M. Krpan: PRIMJENA TEZINSKE...

analize. Zbog svojih svojstava vrlo se ¢esto u opisu tehnologije polazi upravo od Cobb-
Douglasove funkcije proizvodnje (Cobb & Douglas (1928), Fraser (2002)).

U ovom se radu polazi od pretpostavke da tehnologiju opisuje Cobb-
Douglasova funkcija proizvodnje u proizvodnji jednog proizvoda. Buduéi da se polazi
od pretpostavke da poduzeée posluje u uvjetima savrSene konkurencije i da su trzista
faktora proizvodnje savrSeno konkurentna, cijena proizvoda koje poduzecée proizvodi i
cijene faktora proizvodnje parametri su u modelu maksimizacije profita.

Matematicka formulacija modela maksimizacije profita uz Cobb-Douglasovu
funkciju proizvodnje u slucaju n=2 faktora proizvodnje dana je na sljedeci nacin:
max pAx[ X% —wx, —wyx,, )
Xp,%,>0
pri ¢emu je (x;, x,)ERZ vektor &ije koordinate predstavljaju koli€ine prvog i
drugog faktora proizvodnje, p > 0 je trziSna cijena jedini¢nog proizvoda, Axla ! x;’ :
je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje uz 4 > 0 i koeficijente elasti¢nosti
0 <ay, a;<1, dok suw; > 01w, > 0 cijene prvog i drugog faktora proizvodnje
(vidjeti, na primjer, Jehle & Reny (2011)).

Dok su u ovom modelu maksimizacije profita varijable odlu¢ivanja koliCine
faktora proizvodnje koje poduzeée angazira u proizvodnji jednog proizvoda,
alternativno je model maksimizacije profita mogao biti zapisan kao model u kojem je
varijabla odlu¢ivanja koli¢ina proizvodnje i u kojem se polazi od funkcije minimalnih
troskova (vidjeti u Mas-Colell, Whinston & Green (1995)). Sveobuhvatnu analizu
dualnog pristupa u mikroekonomskoj analizi dao je Diewert (1982).

Ako se uvede oznaka za funkciju cilja problema (1)
a; _.a
¢(x1>xz):PAx1 X)W T WX, (2)
tada je nuzan uvjet za optimum u problemu (1) dan sljede¢im sustavom jednadzbi

0=¢, = pAa,x""'x* —w,
¢x| p 171 2 1 1 (3)
0= P, = pAa,x" X3 —w;, ,
pri ¢emu pretpostavljamo da poduzece u ravnotezi angazira pozitivnu koli¢inu
oba faktora proizvodnje, x;>0 i x,>0.

* *
Rjesenje sustava (3), u oznaci (Xl ,Xz) , je sustav funkcija potraznje za faktorima

proizvodnje
lf;luflaz lf;lufaz
X =5 (pay/tee) [Kj [KJ Li=1,2, )
w, o, a,
pri Cemu je 1-¢,-0,#0. Zbog uvjeta ¢, -1<0 vrijedi
@, = pAc, (o, —1)x7"?x57 <0 (5)
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za sve x; > 0 1 x,> 0. Nadalje, determinanta Hesseove matrice funkcije ¢ iz (2), za
sve x;> 0 ix,> 0, jednaka je

detH, = P Pol_ pAaa,(1-a —a,) " 2x%72, (6)
wyx wyy
i o€ito je pozitivna ako i samo ako je ispunjen uvjet
o +0,<1, ()

odnosno ako tehnologiju za proizvodnju jednog proizvoda opisuju opadajudi
prinosi s obzirom na razmjer (engl. decreasing returns to scale).

Uz uvjet (7), ispunjen je dovoljan uvjet da je rjeSenje (4) doista rjeSenje
problema (1). Uvjet (7) je poznati uvjet u standardnoj literaturi (vidjeti, na
primjer, Jehle & Reny (2011) i Mas-Colell, Whinston & Green (1995)).

Uvrstavanjem funkcija potraznje za faktorima proizvodnje u Cobb-
Douglasovu funkciju proizvodnje, dobiva se funkcija ponude proizvoda

-

1 at+a, m ﬁ
y(pwsw, )= A7 plae [m] [&j : ®)

o a,

Konac¢no, funkcija maksimalnog ekonomskog profita dobije se
uvrStavanjem funkcija potraznje za faktorima proizvodnje i funkcije ponude
proizvoda u funkciju cilja modela (1)

lf;loiaz lf;lajaz
z(pw,w,)=(1-¢ —az)(pA)l/(la‘aZ)[m] (ﬁj . ©)]
al aZ

Za danu vrijednost parametara modela maksimizacije profita, odnosno

dane cijene faktora proizvodnje i cijenu proizvoda, dobiva se maksimalni profit
koji predstavlja strogi globalni maksimum problema (1).

3. O TEZINSKOJ AG-NEJEDNAKOSTI

U ovom je poglavlju prvo iskazana i na elementaran nacin dokazana
nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za n (n>2) pozitivnih realnih
brojeva, a potom je iskazana i, bez primjene diferencijalnog racuna, dokazana
tezinska AG-nejednakost koja se koristiti u sljede¢em poglavlju ovoga rada.

Teorem 3.1. (Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske

sredine) Neka je dano n>2 pozitivnih realnih brojeva x;, x,, ..., x,. Tada vrijedi
nejednakost
Jednakost u (10) vrijedi ako i samo ako je X} =X, ==X .
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Dokaz. Ovakav dokaz Teorema 3.1. moze se vidjeti, naprimjer, u (Hung,
2007). Ideja je da se iskoristi princip Cauchyjeve ili regresivne matematicke
indukcije. Za n=2, nejednakost (10) je ekvivalentna nizu nejednakosti

X, +x 2
%Z XX, ©x+x, 22xx, & x -2 x1x2+x220<:>(\/x_1—\lx2) >0. (11

Kako je posljednja nejednakost u (11) ocito toCna, to je tocna i
nejednakost (10) za n=2. OCito je da jednakost u (11) vrijedi ako i samo ako je
x1=x,. Nadalje, lako se vidi da ako nejednakost (10) vrijedi za neki broj #n>2, tada
ona vrijedi i za broj 2n. Naime,

XXy et Xy, = (0 4, ) (X, o)

n+l

2nyx; X, FRYX X,

n+l

- (12)
2”'2\/" xl...xn .Q/anrl“"xZn
> 2n2rﬁxl ...xn .
Kako nejednakost (10) vrijedi za n=2, to iz (12) slijedi da (10) vrijedi i
za svaki broj n oblika n=2", ke N (drugim rije¢ima, (10) vrijedi za svaki n koji je

potencija broja 2).

Konacno, sada je dovoljno pokazati jos da ukoliko (10) vrijedi za neki
prirodan broj n, onda (10) vrijedi i za prethodni broj, to jest broj n-1. U tu svrhu,
uvede se oznaka

S=X X+t X (13)
Buduci da (10) vrijedi za n varijabli, uzme se da je
N
X, =—. (14)
n—1

1z pretpostavke Cauchyjeve indukcije slijedi

s s / s
SH——=X+X, + X, —— XX, X, —— - (15)
n—1 n—1 n—1

Moze se, sada, pokazati (vidjeti Dodatak) da je nejednakost (15)
ekvivalentna s
s2(n=1)fxx, o, (16)
odakle slijedi nejednakost

X, + X, ++ X
L X, e (17)

n—1

§to je i trebalo pokazati. Ovim je u cijelosti zavrsen dokaz Teorema 3.1. Q.E.D.
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Teorem 3.2. (TeZinska AG-nejednakost) Neka je x; > 0, x,> 0, 1; > 0,
A2 >0 te 11+ A,=1. Tada vrijedi nejednakost

A%+ Ax, 2 XX (18)
Jednakost u (18) vrijedi ako i samo ako je x| = x,.

Dokaz. Iako se nejednakost (18) moze dokazati na nekoliko nac¢ina (od
kojih je jedan i primjenom diferencijalnog racuna), ovdje je preuzet dokaz iz
(Hung, 2007). Ako su 4, i 4, pozitivni racionalni brojevi, tada postoje prirodni
brojevi m i n, m < n, takvi da je A;=m/n i ;,=(n-m)/n. U ovom slucaju, nejednakost
(18) slijedi iz nejednakosti (10):

m puta n—m puta

/llxl +/12x2 :mxl Jr(n—m))c2 _ ()cI +Xx +...+x1)+(x2 +x, +~-~+xz) > ,,lxmxn m x"x;‘z . (19)

n n

U slucaju kada su 1, i 4, realni brojevi, tada postoje dva niza racionalnih
brojeva,. y (g ) zakoje vrijedi 1,524,554 11+, =1, pa za svaki
n eN, zbog (19), vrijedi

rX S X, 2 XX (20)

Pustanjem »n u beskonac¢nost i prelaskom na limes, iz (20) slijedi (18), Sto
je i trebalo dokazati. Q.E.D.

o

Korolar 33. Uz oznake x=¢,,4 = ca, >0, 4, >0,k=1.2,

i

nejednakost (18) je ekvivalentna nejednakosti

2 <[ﬂ'1a1+/12a2j ' @1
h+h

Jednakost u (21) vrijedi ako i samo ako je a;=a;.

4. PRIMJENA TEZINSKE AG-NEJEDNAKOSTI U
RJESAVANJU PROBLEMA MAKSIMIZACIJE
PROFITA

U ovom je poglavlju predstavljen novi nacin rjeSavanja problema
maksimizacije profita u sluc¢aju Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje. Prvo je
rijeSen problem maksimizacije profita u slu¢aju Cobb-Douglasove tehnologije
primjenom tezinske AG-nejednakosti, a potom je dana i komparativno-staticka
analiza rjeSenja ovog problema.
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4.1. Maksimizacija profita u slu¢aju Cobb-Douglasove tehnologije
primjenom teZinske AG-nejednakosti

Zanimljivo je, najprije, pogledati motivaciju primjene tezinske AG-
nejednakosti u rjeSavanju problema (1) na odabranom numerickom primjeru, uz
pripadnu geometrijsku ilustraciju. Radi jednostavnosti, u problemu (1) je najprije
uvedena oznaka ¢ za funkciju cilja na naéin kako slijedi:

max ¢(x,,x,)=5x"x)" - x - 2x,, (22)
X1,%,>0
pri ¢emu je A=1, p=5, a;=1/2, a,=1/3, wi=1, w,=2. Ideja je, sada, da se tezinska
AG-nejednakost, to jest Korolar 3.3., primjeni na problem (22) u dva koraka. U

prvom koraku je cilj omediti funkciju ¢(x1,x2) odozgo funkcijom l//(xl,x2) koja
ovisi samo o varijabli x|, dok je u drugom koraku cilj omediti dobivenu funkciju
w(x,x,) odozgo konstantom.

U prvom se koraku, najprije, funkciju ¢ iz (22) zapiSe na nacin da se iz

3.
s

1(g L 2
(p(xl,x2)=2x§~[5x12—xj}—xl' (23)

Kako je cilj eliminirati iz (23) varijablu x, uz pomo¢ nejednakosti (21),
eksponent prvog faktora iz umnoska u (23) treba izraziti u ovisnosti o eksponentu

prvog i posljednjeg ¢lana izluci ¢lan 2 x

1/2
drugog ¢lana u zagradi, to jest, potrebno je napisati x;/ 3 kao (x22/ 3 ) :

2\; 5 1 2y
(/)(x1>xz)=2(x§j '[Exf—)@) =X (24)

Ako bi se sada tezinska AG-nejednakost iz (21) primijenila na (24) uz
2 12

2 12 -1 -
. [ U - S S e . .
odabir ¢lanova a, =x}, a, ==x2 —x;, i tezina /, = X 4, =1, na desnoj strani

1
—+1
2 1 2 2
nejednakosti bi se dobio izraz l:[lWZ}H.[SX]Z_XZSJJ/FH):{ , odakle je
2 2 2

vidljivo da u brojniku dobivenog izraza varijabla x, ne bi iS€eznula. Zato je

potrebno cijeli umnozak u funkciji iz (24) pomnozitis 1 = 23 na sljedeéi nacin:

22y (5 L 2 225 Lo 2
go(x],x2)=2~2(x23J -E-(Exf—x;] -x =4[x23j [lez—axjj -x, - (25)
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2 1 2 .
Tek sada se na (25), uz g, =x3, a, :_XIE_EX3 i teZine ﬁ,‘ _% =1,
primijeni tezinska AG-nejednakost iz (21), odakle slijedi
2 2\ )2
2 % 1 2\ ;'x23+1'[4x1;_;x23] 2
(p(xl,xz):4 x} éx?—lng -x, <4 :l//(xl,xz), (26)
47" 2 1,
2
pri ¢emu je
3
5 2
l//(x,,x2)=4[gj X —x @7)

Valja uotiti da funkeija W (X%, )iz (27) ne ovisi o varijabli x,.
Jednakost u (26) vrijedi ako i samo ako je

2 1 2 2 2
a=a, & x; =le2 —Exg = x2=[gj xt - (28)

Geometrijski to znaci da se graf funkcije w nalazi iznad grafa funkcije ¢,
pri  ¢emu se ta dva grafa dodiruju po  grafu  krivulje

£ R L ..
N H(’“[ZJ x]4’4[%j x4_x},kako_]e prikazano na Slici 1.

lw

1 1

Nadalje, ponovnom primjenom tezinske AG-nejednakosti iz (21) na

3
a=x a,=3

5 ;
1 1> %2 14 = =5 | s e 71 7 -1 ;
6 itezine 4 =3,1, =1, iz (27)

funkciju v iz (27), uz

slijedi

; (29)
1 1 5 3

Sg [3~x(‘+1-[12 x} 3x1 J 3+1

= 15625 ~9.0422 ,
1728

pri ¢emu jednakost u (29) vrijedi ako i samo ako je

1 El 1
a=a, < x'= 3~[4(%)2 -xt | & x= 12325 ~27.1267 (30)

odakle, zbog (28), slijedi x, = 15625/1728 = 9.0422. Geometrijski to znaci da se
graf funkcije y nalazi ispod ravnine x; = 15625/1728 (na Slici 1. je konstanta
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15625/1728 oznadena oznakom ). Konaéno, kako je vidljivo na Slici 1., sva se
tri grafa dodiruju u jednoj tocki (15625/576, 15625/1728, 15625/1728) = (27.13,
9.04, 9.04), ¢ije koordinatne vrijednosti predstavljaju rjesenje problema (22).

Slika 1. Geometrijska ilustracija i prikaz grafova funkcija ¢, w i konstantne
funkcije iznosa 7 iz problema (22)

Sada slijedi rjeSenje problema (1), to jest

max @(x,,x,) = pAx] X5 —wx, — W,X, , (31)

X1 ,X, >0
u slucaju kada su parametri u (31) zadani opcenito. Prateéi sasvim istu ideju
opisanu u prethodnom numerickom primjeru, prvo se funkcija ¢ iz (31) zapise na
ekvivalentan nacin kako slijedi

1
l1-a —a. 2 a 4 a ~a,
(0(x1axz): o =,y (x; 2)I_Ulz [_2'[p_xll -x, Jj WX (32)

2 l-a, \w
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. - [25 A a —a, . e 5 a 7
Uz odabir @ =x,", a, =2'[px1' -x ] itezina 4, =—2—, 4, =1,
1—0!2 W, 1—0(2
primjenom tezinske AG-nejednakosti iz (21), iz (32) slijedi
Lo}
L,xlfﬂ:_*_l, a, ‘ﬁxm_ixlfal e
1-a, l-a, l-—a, w, ' l-a,
(x.x,) <—=w, = (33)
a, %
l-a,
:V/(xl’xz) >
gdje je
L
l-a a,pd |Fe -
v(x,x)=—"2w b X7 —wx, - (34)
2 WZ

Jednakost u (33) vrijedi ako i samo ako je

1

- a A - A e T 35

a=a, < o= | Lo el o x=la, 25 X (35)
l-a, \w, W,

Nadalje, funkcija y iz (34) zapise se na ekvivalentan nacin kako slijedi:

1
a — l-a-a,
l-a, w,(a,pA |- . —
- I-a,
'//(xlaxz)*wlxl “ 2.2 =2 —x " (36)
aZ M/I WZ
e o - e
N I-a, w,(a,pd [
1 1 az Wl WZ 1
1 - ! 1 I
o N L e
- S | e [ 1ma wfapd e S
a, " l-a —-a, a, wi w '
1 ! 1
-, —0; T -0 —a-
o o 1-a, w,[ a,pd | i
3 a=x 7, y=—""//—>="—"|— X 1
1 1 > 2 1
Sada se, uz odabir ra-a, | @ wm\ w i

4 /1; =1, na (36) primijeni tezinska AG-nejednakost, odakle

tezina 4, =
l-a,-a,
slijedi
l-o,-a,
V/(xl’xz) < M
al
. ——
l-g-a, — ga, | |
a, . e 1 a, 1-a, .&(asz]'*“z e (37)
1 1
l-a -a, l-a,-a, | o, wi{ w
a
L +1
l-o,-a,
=r,
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pri ¢emu je 77 konstanta oblika:

7=(1-a - a,)(pd)ras (KJ [Kj . (38)

o

Jednakost u (37) se postize ako i samo ako je

1

l-a,-a, a, T, - o, .(asz] = ) xlfa,faz (39)

l-a, 1-a,
a=a, & x “© = e

l-a-a, | W, «a, w,

Dakle, iz (33) i (37) slijedi

o(x.x,) <y (x,x,)<7, (40)
pri Cemu znak jednakosti u (40), izratunom iz (35) i (39), vrijedi ako i samo ako je
R S S S
Cow (lmama,) T o, (I-a-a,y) (41

Valja primijetiti da su koli¢ine faktora proizvodnje iz (41) pozitivni
brojevi, odakle nuzno slijedi da mora biti ispunjen uvjet
l-a,-a,>0 & o +a,<lI. (42)

Uvjet (42) je istovjetan uvjetu (7), to jest nuznom i dovoljnom uvjetu
stroge konkavnosti Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje.

Konacno, kako je go(xl,xz) ST zasve xy, x, > 0, pri éemu je (ﬂ(x],x2)=7r
ako i samo ako vrijedi (41), iz definicije strogog globalnog optimuma slijedi
zakljuCak da je konstanta 7 strogi globalni maksimum funkcije ¢ iz problema
(31), a koji se postize za vrijednosti x; i x, iz (41). Drugim rije¢ima, maksimalni
profit u slu¢aju Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje s dva faktora proizvodnje
jednak je vrijednosti iz (38), a postize se pri koli¢inama faktora proizvodnje iz (41).

Na kraju ovog odjeljka, treba istaknuti da je relacijom (38) izvedena
funkcija profita

1 —;,a—‘az —;,a—zaz
w(poo)=(1-a, =) (pd) o e m [Wj , (43)
a, a,
te da su iz (41) izvedene funkcije potraznje:

ﬂ.ﬂ(p,wl,wz)

w (1—0!l —az)’

xz(p,wl,wz):ﬂ.m. (44)

XI(p,WI’WZ): W, (l_al_a?.)

4.2.  Izabrana komparativno-staticka analiza

U komparativno-statickoj se analizi, opéenito, promatra kako promjena
parametara u nekom danom problemu utjeCe na dobiveno optimalno rjeSenje
problema i na funkciju optimalnih vrijednosti. U nasem slucaju, bez primjene
parcijalnih derivacija, promatra se promjena profita iz (38), odnosno (43), te
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funkcija potraznji za faktorima proizvodnje iz (4), kao i funkcije ponude
proizvoda iz (8), uzrokovana promjenom cijena p>0, w;>0 i w,>0 (sli¢na analiza
je provedena u (Liu, 2006)). Pritom je vazno istaknuti da se u analizi ilustrira
samo dio standardnih komparativno-statickih rezultata (svi rezultati se mogu
pogledati u, na primjer, Mas-Colell, Whinston & Green (1995)).

Neka je Ap>0, Aw;>0 i Aw,>0. Tada je

P Eﬂ(p+Ap,W],W2):

~(1-a~a,)((p+ bp) Ao [KJ (W] - (45)

o a,

1 —a —a,

Ap \rea ! oo e
(1) e (2] )

7™ =z (p,w +Aw,w,) =

-

(- ap {2 (]

Q a, (46)
Aw, 1":1*]‘12 1 w lf;i]az w. lf;,[)l—zoz2
= 1+71 1— - A l—a-a; - —L | ==
[ w ] (- ~e)(pd) [alj [0‘2]
Aw, %
_[H—W,lj ﬁ(p,wl,wz),
1, sli¢no kao u (46), vrijedi
A AWZ l—a;—a, (47)
7 = (p,w,w, +Aw, ) =| 1+ —= z(p.w,w,).
W,
Takoder, iz (44), za I, j € {,2},i # j  dobiva se
Aw %
oG m [ A e e 2 (poww)
w, l-a -a, w; w, l-a-a, (48)

—a.

Aw. [y
:[14. W’] ~xi(p,wl,w2).

w;

1z (8) se, slicnim postupkom kao u (45), (46) i (47), moze dobiti da vrijedi
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o t+a,

A I-a;-a,
yAP Ey(p+Ap>W15W2):[l+?p y(p,WI,WZ), (49)
W AW I—al—l(zz
=t ) (12 ), (50
1
Wy Aw. ]7(1‘72(12
yA-Ey(p,wl,W2+AWz)=[1+ sz y(pwiw,). G
2
Kako je 0<a <l 0<a,<1 i 0<l-g,-a,<I, to je ;>1,
l-a,-a,
% 0itB % g zaj=1,2, paslijedi
-0 —-a, l-a -a,
1 o+,
Ap \-a-a Ap \-a-a
(1+—p] s, (1+—p] s, (52)
p p
A . l—al—joz2
{1+ Wf} <1.za je{l,2}. (53)
w.
J

Sada iz (45)—(51), zbog (52) i (53), slijedi:
a) ako se trzi$na cijena jedinicnog proizvoda, u oznaci p, poveca za Ap>0,
Ap

1(1-a-ay)
tada se profit = iz (37) poveca za [[Hj —1]&00%;
p

b) ako se cijena j-tog faktora proizvodnje, u oznaci w; (j=1,2), poveca za

Ay Yo l0)
1+— -1
w;

c) ako se cijena j-tog faktora proizvodnje, u oznaci w; (j=1,2), poveca za
Aw>0, tada se potraznja x; (=12 uz i#) iz (38) smanji za

AW - //("‘Zw’az)
[1+ "] -1
w;

d) ako se trziSna cijena jedini¢nog proizvoda, u oznaci p, poveca za Ap>0,
tada se funkcija ponude proizvoda y iz (8) poveta za

(a+ay)/(1-e-y)
(H—Apj -1/-100%"
p

Aw>0, tada se profit 7 iz (37) smanji za -100%;

-100%’
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e) ako se cijena j-tog faktora proizvodnje, u oznaci w; (j=1,2), poveca za
Aw>0, tada se funkcija ponude proizvoda y iz (8) smanji za

Aw 7&,/(1752,7012)
[1+ ‘/] —1/-100%"

Wy

Iako je u ovoj analizi (i to bez primjene parcijalnih derivacija) pokazano
da su funkcije profita z(p,w;,w,) 1 ponude proizvoda y(p,w;,w,) rastuce funkcije u
cijeni proizvoda p, a padajuce u cijenama faktora proizvodnje w, i w,, potrebno je
istaknuti da su dobiveni rezultati u skladu s poznatim rezultatima modela
maksimizacije profita.

5. ZAKLJUCAK

U mikroekonomskoj se analizi optimizacijski problemi rjeSavaju i
komparativno-staticka analiza izvodi, uz zadovoljenje odredenih uvjeta
regularnosti, primjenom diferencijalnog racuna. RjeSavanje primala u kojem je
funkcija cilja izrazena preko koli¢ina zahtijeva rjeSavanje nuznih i provjeru
dovoljnih uvjeta. Kada je funkcionalni oblik funkcije cilja sloZeniji, ponekad je
nemoguce dobiti eksplicitno rjesenje problema u obliku funkcije potraznje ili
ponude. Dualni pristup u mikroekonomskoj teoriji omogucuje da se
mikroekonomski fenomen opiSe dualnom funkcijom koja ovisi o cijenama kao
dualnim varijablama i da se funkcije ponude i potraznje dobiju jednostavnim
deriviranjem dualne funkcije. Dualni pristup omogucuje i elegantnije izvodenje
komparativno-staticke analize optimizacijskih problema. No, pod odredenim se
uvjetima optimizacijski modeli mogu rijesiti neposrednom primjenom tezinske
AG-nejednakosti koja, uz samu definiciju strogog globalnog maksimuma u
problemima maksimizacije funkcije cilja uz ograni¢enja, izravno vodi do rjeSenja
promatranog problema. U ovom se radu pozornost posvecuje modelu
maksimizacije profita u uvjetima savr§ene konkurencije kada tehnologiju opisuje
Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje s dva faktora proizvodnje i izlaze se novi
nacéin njegova rjeSavanja neposrednom primjenom tezinske AG-nejednakosti. U
usporedbi s diferencijalnim ra¢unom, novi nacin prikazan u ovom radu elegantno
zaobilazi netrivijalnu provjeru nuznih i dovoljnih uvjeta za optimalno rjeSenje
problema i otvara pogled na model maksimizacije profita u danim uvjetima iz
sasvim nove perspektive. Slucaj dva faktora proizvodnje omogucuje prezentaciju
vrlo korisne trodimenzionalne geometrijske ilustracije novog pristupa, §to je u
radu pokazano kroz odabrani motivacijski primjer.

Za fiksnu trziSnu cijenu proizvoda, te fiksne cijene oba faktora
proizvodnje, dobiveni strogi globalni maksimalni profit jamci dobru definiciju
funkcije profita, koja je potom izvedena. Nadalje, sama struktura dobivenih
zatvorenih formula, koje opisuju funkciju profita, funkcije potraznje te funkciju
ponude proizvoda, omogucuje elegantno provodenje komparativno-staticke
analize bez koriStenja parcijalnih derivacija. Dobiveni rezultati provedene
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komparativno-staticke analize u skladu su s poznatim rezultatima iz
mikroekonomske teorije.

Konacno, treba istaknuti da se na primjenu tezinske AG-nejednakosti,
kao novog nacina za rjeSavanje problema maksimizacije profita, ne treba gledati
kao na superiorniji, ve¢ kao na komplementaran nacin tehnici diferencijalnog
racuna. Za buduca istrazivanja ostaje vidjeti kako bi se promatrani problem
mogao rijeSiti u slucaju proizvoljnog broja faktora proizvodnje primjenom
tezinske AG-nejednakosti. Takoder, zanimljivo bi bilo vidjeti kako bi se bez
primjene diferencijalnog racuna problem maksimizacije profita u slucaju
proizvoljnog broja inputa mogao rijesiti uz neku drugu proizvodnu tehnologiju.
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DODATAK

Pokazimo da je nejednakost (15), to jest

N s f s
S+——=x,+X,+ -+ X, +——2npxx, X, | ——> (D1)
n—1 n—1 n—1

ekvivalentna nejednakosti (16), odnosno nejednakosti

s2(n=1)xx, - x, . (D2)

Nadalje, kako je
S+L=sn_s+szis- (D3)
n—1 n—1 n—-1

to je nejednakost iz (D1) ekvivalnetna s

s> nalxx, x| = (D4)
n-1 n-1

Dijeljenjem obje strane u (D4) s n i primjenom svojstava korjenovanja,
nejednakost (D4) postaje ekvivalentna s

s n—1
o 24/xx, X, (D5)

n—1 K

to jest s

nf n— n-1
= ey (D6)

n

n—

n

n-1

Potenciranjem nejednakosti (D6) eksponentom , n>1, nejednakost

(D6) postaje ekvivalentna s

s2(n —1)":1/x1x2 X (D7)

Kako je nejednakost (D7) zapravo jednaka nejednakosti (D2), to jest
nejednakosti (16), ovim je u potpunosti pokazano da je nejednakost (15)
ekvivalentna nejednakosti (16).
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ON THE APPLICATION OF WEIGHTED AM-GM
INEQUALITY TO PROFIT MAXIMIZATION PROBLEM
IN THE CASE OF THE COBB-DOUGLAS PRODUCTION
FUNCTION WITH TWO INPUT FACTORS

Abstract

Profit maximization in the case of the Cobb-Douglas production function is one
of the fundamental problems in the microeconomic analysis of a company. In the
literature, the problem of profit maximization with Cobb-Douglas technology is
almost always solved by applying a differential calculus. Therefore, this paper
aims to show how by applying the weighted arithmetic mean — geometric mean
inequality (weighted AM-GM inequality) the problem of profit maximization with
Cobb-Douglas production function with two input factors can be solved in an
alternative, new way, without derivatives. Compared to the differential calculus,
the application of the weighted AM-GM inequality bypasses a non-trivial check of
the necessary and sufficient conditions for the optimal solution of the problem.
The elegance of the new way of calculating the maximum profit originates from
the direct application of the weighted AM-GM inequality and the very definition
of a strict global maximum. However, it should be noted that the application of
weighted AM-GM inequality, which belongs to the tools of elementary
mathematics, should by no means be understood as superior, but as a
complementary way to differential calculus in solving and better understanding
this microeconomic problem.

Keywords: profit maximization, Cobb-Douglas production function, without
calculus, weighted AM-GM inequality
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