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Racionalne i ne-racionalne vrijednosti
trigonometrijskih funkcija

Omer Kurtanovié¢ Nenad Stojanovic’,T Fatka Kulenovi¢*

Sazetak

U radu je izloZzena primjena Cebigevljevih polinoma prve i druge
vrste kod dokazivanja ne-racionalnosti nekih vrijednosti trigonome-
trijskih funkcija. Odnosno, dat je osvrt na odredivanja brojeva koji su
racionalni visekratnici broja 77, a za koje su vrijednosti sinusa, kosinusa
i tangensa racionalni odnosno iracionalni brojevi. Pokazano je, da ako
je cos a racionalan broj tada je i cos na racionalan broj za svaki prirodan
broj 1, a ako su i sina i cos & racionalni brojevi, tada je i sin n« raciona-
lan broj. Nadalje, pokazano je, da ako su m, n relativno prosti brojevi i
cos 1+ 77 je racionalan broj, tada je i cos 2 racionalan broj, kao i da je za
svaki prirodan broj m veéi od 3, broj cos I iracionalan. Razmatrana je

takoder racionalnost i iracionalnost brojeva tg 27”
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Rational and non-rational values of
trigonometric functions

Abstract

The paper presents an application of Chebyshev polynomials of the
first and second kind in proving the non-rationality of certain values of
trigonometric functions. More precisely, we determine those rational
multiples of the number 7t for which the values of sine, cosine and
tangent are rational numbers, and for which these values are irrational
numbers. We show that if cos « is a rational number, then so is cos na
for every natural number 7, and if both sina and cos « are rational
numbers, then so is sin na. Furthermore, it is shown that if m and # are
relatively prime numbers and cos - 77 is a rational number, then cos %
is also a rational number, while for every natural number m > 3, the
number cos 7 is irrational. We also discuss rationality and irrationality
of numbers tg % 7.

Keywords: trigonometric functions, Chebyshev polynomials, rational
values of trigonometric functions.

1 Uvod

Skupove cijelih i prirodnih ( pozitivnih cijelih ) brojeva ozna¢avat ¢emo Z od-
nosno IN, a njihove ¢emo elemente, veéinom, oznacavati slovima m, n,k, £, 1, j.
Skup racionalnih brojeva oznatavamo Q = {Z|m € Z,n € N,D(m,n) =1}
pri ¢emu je D (k, £) najveéi zajednicki djelitelj (divizor) cijelih brojeva ki ¢
(dakle D (m,n) = 1 zna¢i da su brojevi m i n relativno prosti). Razlomke
4 1 § smatramo ,jednakim” i piSemo § = 3, dakle identificiramo ih, ako
je ad = bc. Racionalne brojeve, drugim rije¢ima, shva¢amo kao ,,do kraja
skradene razlomke”. Realne brojeve koji nisu racionalni nazivamo iracional-
nim brojevima. Za dva realna broja kaze se da su sumjerljivi ako je njihov
kvocijent racionalan broj. Skup realnih brojeva oznacavamo s R. ([1} 2} 13}6])
Navedimo nekoliko osnovnih ¢injenica koje koristimo u daljnjem radu.

Teorem 1.1. Ako je p prost broj, onda je /p iracionalan broj.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je ,/p racionalan broj. Tada ga mo-
Zemo zapisati u obliku razlomka /p = % gdje su m, n relativno prosti

brojevi. Kvadriranjem jednakosti \/p = %' dobivamo p = m—;, otkuda
n

imamo jednakost p - n> = m?, pa p dijeli m?. Kako je p prost broj slijedi

da p dijeli m pa moZemo uzetidajem = p-s,s € IN. Zamijenimo li to u
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jednakosti p - n> = m? dobivamo da je p - n?> = p?s? otkuda je n*> = p - s°.
Odatle slijedi da p dijeli n° pa, sli¢no prethodnom, zaklju¢ujemo da p dijeli 7.
Dakle, p dijeli m i p dijeli n $to je suprotno pretpostavci da su m, n relativno
prosti brojevi, pa pretpostavka da je ,/p racionalan broj nije istinita. O

Sli¢éno se dokazuje teorem.
Teorem 1.2. Ako su p, q prosti brojevi, onda je \/p-q iracionalan broj. O

Teorem 1.3. Neka su u,v,w € Z takvi cijeli brojevi da je u djelitelj od v - w i pri
tome su u, v relativno prosti. Tada je u djelitelj od w. Opcenito vrijedi: ako je u
djelitelj od v"w, gdje je n bilo koji pozitivan cijeli broj, a u, v su relativno prosti,
tada je u djelitelj od w.

Dokaz. Rezultat na koji se oslanjamo u dokazu naziva se osnovni teorem
aritmetike: Faktorizacija svakog prirodnog broja n > 1 na proste faktore je je-
dinstvena do na poredak faktora, [1]. Suglasno tom teoremu, brojeve u,v, w
mozemo rastaviti na proste faktore. Ukoliko je v - w djeljiv s u, tada su svi
prosti faktori broja u ujedno i prosti faktori broja vw. Zaista, ako je p bilo
koji prost broj u rastavu broja u s potencijom «, tada on ulazi u rastav broja
v - w s potencijom B za neki B > «. Dalje, kako u, v nemaju zajednickih
prostih faktora, to svi prosti faktori broja u ulaze u rastav broja w. Slijedi,
u dijeli w. Posljednju tvrdnju teorema moZemo obrazloZziti analognim ra-
sudivanjem. Iz pretpostavke da su u, v relativno prosti, slijedi da su u i v"
takoder relativno prosti. Otuda, kao i ranije, zaklju¢ujemo da broj " nikako
ne doprinosi djeljivosti broja v"w s u, pa zbog toga w jeste djeljivs u. [

Teorem 1.4. Ako algebarska jednadZba s cijelim koeficijentima
enX" + X T ex® + x4+ =0 1)

ima racionalni korijen § i a i b su relativno prosti brojevi, tada je a djelitelj slobodnog
¢lana cy, a b djelitelj vodeceg koeficijenta c;,.

Dokaz. Neka je § korijen jednadzbe (1)), tada je

W sen () v s @) om0 @

Pomnozimo li obje strane jednakosti (2|) sa " dobivamo

cnd" 4 10" 0+ -+ ca®b" 2 4 cpab™ T+ b = 0. 3)
Ako jednakost ([3) napiSsemo u obliku
cnd" = —cy_1a" 10— - — ca®b" 2 — cab™ ! — cb"
=b(—cpqa" = —a®b" 3 — crab" % — cpb" )
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nalazimo da b dijeli c,a", odakle na osnovi teorema [1.3|zaklju¢ujemo da b
dijeli cy,.
Napisemo li sada jednakost (3]) u obliku

cob" = a(—cpa" ' —cp_1a" b — - - — cpab" % — c1b" ),

nalazimo da a dijeli cob”, odakle na osnovi teorema [I.3|zaklju¢ujemo da a
dijeli ¢, Sto je i trebalo pokazati.

2 Formulacija problema

Predmet naseg interesa su racionalne i ne-racionalne vrijednosti trigonome-
trijskih funkcija nekih kutova. Naprimjer, zanima nas jesu li brojevi sin 2°,
cos 5, tg ﬁ 7t racionalni ili iracionalni? Ili, jesu li brojevi 77 i arctg% sumjer-
ljivi? Ili opéenito, za koje vrijednosti « = Pr, p,q € Z,q # 0, subrojevi

q
cosa, sinw, tga racionalni a za koje su iracionalni? Vise o racionalnosti i

iracionalnosti vrijednosti trigonometrijskih funkcija vidjeti u [3} 16}, 11].

Poznato je:

1. dajecosa € Qakojea = %”,k €Z,ia = %(%j:l),f € Z,idasu
za te vrijednosti « brojevi cosa € {—1, — %, 0, %, 1};

2. daje sina racionalan broj za a = %’T, keZ,in=%(6l£1),lcZ,

idajezatew,sina € {—1, —%,0, %,1};

3. dok je tga racionalanbrojzaa =k, k € Zia = £5 + U, l € Z,

izateajetga € {—1,0,1}.

Pokazimo, koriste¢i Cebigevljeve polinome, da su u svim ostalim sluéaje-
vima vrijednosti sina, cosa, tga za a = gn iracionalni brojevi. llustrirajmo
to s dva primjera.

Primjer 2.1. Uzmimo da je vrijednost kuta 6 = 7. Da bismo, naprimjer, is-
pitali da li je cos 5 iracionalan ili racionalan broj koriste¢i jednadzbe s cijelim
koeficijentima, iskoristimo poznate trigonometrijske jednakosti:
cos (a + B) = cosacos B — sinasin B 4)
sin (« + B) = sina cos B + cos a sin B. 5)
Rjesenje. Ako stavimodajea = 20, B = 0, iz prve formule, nakon sredivanja,
dobivamo jednakost

cos(36) = 4cos® 6 —3cosf. (6)
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Uvrstimo li u posljednju jednakost cos ¥ = 1, ona postaje 3 = 4 cos® Z —
3 cos . Promotrimo zato jednadzbu % = 4x3 — 3x, odnosno

8x3 —6x—1=0. (7)

Jednadzba ([7)) je jednadzba s cjelobrojnim koeficijentima. Primijenimo li
na tu jednadzbu teorem[I.4, nalazimo da se medu racionalnim korijenima
mogu javiti brojevi 1, :I:%, :I:}I, :i:%. Provjerom se lako moZe utvrditi da
nijedan od ovih brojeva ne zadovoljava jednadzbu (7)), odnosno nije korijen
te jednadzbe. Dakle, ona nema racionalnih korijena pa njeno rjeSenje x =
cos § nije racionalan broj. <

Primjer 2.2. PokaZimo da je broj sin {g iracionalan.

Rjesenje. Ako u formuli (5) zamijenimo & = 26, B = 0, nakon sredivanja
dobivamo

sin(36) = 3sinf — 4sin®6 . (8)
Zamijenimo li 6 sa 75 i iskoristimo jednakost sin Z = 1, dobivamo § =
3sin % — 4sin’ %. Promotrimo jednadzbu % = 3x — 4x3, odnosno 8x3 —
6x +1 = 0. Kao i u prethodnom primjeru nije teSko pokazati da ova
jednadzba nema racionalnih korijena, iz ¢ega slijedi da je broj sin 7g iraci-
onalan. <

Na taj nacin smo pitanje racionalnosti odnosno ne-racionalnosti pojedinih
vrijednosti trigonometrijskih funkcija povezali s jednadZbama s cjelobrojnim
koeficijentima.

3 Racionalne vrijednosti trigonometrijskih
funkcija i Cebisevljevi polinomi prve vrste

U primjerima smo za brojeve cos § i sin {g pronasli odgovarajuce polinome
s cijelim koeficijentima. Sljede¢i teorem pokazuje da se za svaki prirodan
broj n, broj cos na moZe iskazati kao vrijednost polinoma s cijelim koefici-
jentima stupnja n od cos «, a broj sin na kao produkt broja sin « i vrijednosti
polinoma s cijelim koeficijentima stupnja n — 1 od cosa. Tocnije, vrijedi
sljedeci teorem.

Teorem 3.1. Za svaki prirodan broj n postoje polinomi T, i U,,_4 s cijelim koefici-
jentima Ciji su stupnjevi n i n — 1 respektivno, takvi da vrijedi

cosna = Ty (cos )

©)

sinna = sina U,_1(cosa).

23



Omer Kurtanovi¢é, NENAD Stojanovi¢, Fatka KuLenovi¢

Dokaz. Dokazimo teorem matemati¢kom indukcijom. Polinomi T (x) := x
i Up(x) := 1 pokazuju da tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za prirodan broj n, tj. da postoje polinomi T, i U,,_1 za koje
je cosna = Ty(cosa) isinna = sina U, _1(cosa). Pokazimo da je tada
tvrdnja istinita i za n + 1, tj. da postoje polinomi T}, i U}, takvi da vrijede
jednakosti cos(n +1)a = T, 41 (cosa) isin(n + 1)a = sina Uy (cosa).
Zaista,
cos(n+ 1)a = cos(na + &) = cos na cosw — sin na sin
= T,(cosa)cosa —sina U, _1(cosa)sina
= cosa Ty (cosa) — sin® a U,,_1 (cos a)
= cosa Ty (cosa) — (1 — cos® &) U,,_q (cos )
=: Ty11(cosa).
Dakle, za svaki prirodan broj n postoji polinom T;, takav da je cosna =
Ty (cos«).
Sli¢no,
sin(n + 1)a = sin(na + a) = cos na sin & + sin na cos &
= Ty(cosa)sina + sina Uy, 1 (cosa) cos a
= sina (T, (cosa) + cosa U, _1(cosa))

=: sina Uy (cos ) O
Navest ¢emo dvije napomene.

1. Oznaka =: koju smo upotrijebili u dokazu prethodnog teorema ima
sljede¢u ulogu: relacijom A =: B oznafavamo ¢injenicu da smo ovime
upravo definirali B, tj. da je B po definiciji jednako A. Ista se ¢injenica moze
izraziti i relacijom B := A. Drugim rije¢ima, za proizvoljan realan broj «, u
induktivnom koraku smo definirali

T, 1 (cosa) := cosa Ty (cosa) — (1 — cos® a) U,_1(cos ),
sina Uy (cos o) := sina (T, (cosa) + cos a U1 (cos ),
tj. nakon kracenja sa sin«,
Uy (cosa) := Ty(cosa) + cosa U, _1(cosa).

2. Kako je funkcija cos: [0, 1] — [—1,1] strogo monotona surjekcija,
dakle bijekcija, dokaz prethodnog teorema [3.1| pokazuje da su funkcije
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Ty, Uy—1: [—1,1] — R dobivene u dokazu, restrikcije nekih polinoma (poli-
nomi su definirani na cijelom skupu realnih brojeva). Medutim, polinom
n-tog stupnja jednoznacno je odreden svojim vrijednostima u n + 1 razli¢itih
tocaka, pa mozemo odabrati n + 1 razli¢itih to¢aka bas iz intervala [—1, 1].
Dakle, funkcije T, U,_1 mogu se na jednoznacan nacin progiriti do poli-
noma R — IR, koje ¢emo i dalje oznacavati istim simbolima T}, i U,,_.

Polinome T, i U,,_1 nazivamo Cebisevljevim polinomima prve i druge vrste,
respektivno [5]].

Teorem 3.2. Vodeci koeficijent Cebisevljevih polinoma Ty, i U,,_1 jednak je 2" 1.
Prvo dokaZzimo tri leme.

Lema 3.1. Za sve prirodne brojeve n € IN vrijede jednakosti

,_
NI
[

cosnu = (—1)j( n’) cos" ¥ asin? « (10)
=0 %
n-1
sinna = Lij(l)f( ! ) cos" 2L asin? g, (11)
=0 2j+1

gdje je | r| najveci cijeli broj koji nije ve¢i od r.

Dokaz. Polazeéi od Moivreove formule za potenciju kompleksnog broja
i primjenom Newtonove formule za potenciju binoma, imamo niz jednakosti

cosna + isinna = (cosa + isina)”
n (M n—1 : 2 (M n—2 i 2 3 (M n—3 2.3
=cos" & +1 1 Ccos asina +1 2 cos asin”x +1 3 Ccos asin” o +

n—1

— n . n . n— P
L = 2( )coszocsm” 2n4i ( 1>cos¢xsm” Ly +i"sin™ a
n n—

-2
= <cos” x— (Z) cos" 2asin?a + -+ - + (—1)L2! <2Ln”J) cos"2L7] g gin2l3) a>+
2
41 ((T) cos" lasina — (Z) cos" 3 asinda +

(o)l i’ ) n-QU25 1) g gin2l %5141
+--+(-1) (2[”2;1]—1—1 cos asin Dc),

pa izjednacavanjem realnih odnosno imaginarnih dijelova na lijevoj i desnoj
strani dobivamo traZene jednakosti. O
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Stavimo li u sin? ¢ = 1 — cos? &, tada jednakost T}, (cosa) = cos na
poprima oblik

,_
N
—

T, =Y (=1 () cos" i (1 — cos?a)’
(cosa) ]g( ) (2]) cos" ( cos )
_ ng(l)j(n) cos™ 2y (71)]'(CO52“71)]' (12)
j=0 2 |

|
—_
~—
=.
I
—_
~

odnosno, jer je (—1)/(

=
—~
=
N~—
—
SR
[
/
)
N—
=
7
X
—~
=
N
I
—_
SN—
.

(13)

-
Il
S

Vrijedi sljedeca lema.

Lema 3.2. T, je polinom stupnja n s cjelobrojnim koeficijentima i vodecim koefici-

jentom jednakim
(@*(Z)*(Z)*"*(z&) (14)

Owe éemo binomne koeficijente nazivati parnima, a ostale neparnima.

Dokaz. Kako su binomni koeficijenti cijeli brojevi, iz je ocito kako je Ty
polinom s cijelim koeficijentima, i da je stupnja n. Raspisemo li formulu

Tn(X) —_ (g)xn (x2_1)0+ (Z)xn72 (x2_1)1+ (Z)xnfél (x2_1)2+

n

M\ n—6 .2 13 ... " n—2[%] (2 _ 1\l%]
G +<2L§J>x A
vidi se da je koeficijent uz x” jednak upravo sumi ([14)). O

Dokazimo jo$ jednu lemu.

Lema 3.3. Suma parnih binomnih koeficijenata jednaka je sumi neparnih binomnih
koeficijenata.

Dokaz. Neka je Sp suma parnih a Sy suma neparnih binomnih koeficijenata.

Primijetimo da s jedne strane vrijedi jednakost (1 — 1)" = 0" = 0, a s druge
strane je

1= = (5)- () ()~ () ()
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otuda je

0= (0)+(3) () o)
G @)oo ) o

Ostaje da dokazemo teorem[3.2]
Dokaz teoremal3.21 Prema lemi[3.3]je Sp = Sy paje

=) G (i) O @+ )+ () 1)
()00

—(1+1)"=2",

=
N——

te je
Sp=Sy=2""1L (15)
Dakle, zbog lema i vodedi koeficijent polinoma T}, jednak je 2"~ 1.

Na sli¢an nacin provest éemo i dokaz tvrdnje za polinom U,,_;. Prema @D
je sinall,_1 (cosa) = sin na pa ako u formuli ([11)) za sin na supstituiramo
sin?a = 1 — cos? a, dobivamo

=
—_

L")

7+

-
Il
-~ o

sina U, _1(cosa) = (—1) (2]31_ 1) cos" 271 (1 — cos® a ) sin

]
|

L")

. n . . .
—1) n=2j=1y (—1) 2n0—1)si
(-1) <2j+1)cos a(—1) (cos“a — 1)/ sinw

I
ngl

-
Il
o

pa dijeljenjem obje strane sa sina, uz (71)]‘ (fl)j = 1, zaklju¢ujemo da je

un—l(x) = Z

| 25)
=0

(o e

Kao i u dokazu leme [3.2vidimo kako je U,_1 polinom stupnjan —1s
cjelobrojnim koeficijentima i vodec¢im koeficijentom jednakim sumi neparnih
binomnih koeficijenata, koja je prema jednaka 2" 1. O

]
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Posljedica teorema 3.2)je

Korolar 3.1.
(i) Ako je cos a racionalan broj tada je i cos na racionalan broj.
(ii) Ako su sin« i cos « racionalni brojevi onda je i sin nx racionalan broj.
Dokaz. (i) Akoje cosa € Q tadajeicosna = T, (cosa) € Q jerje Ty
polinom s cjelobrojnim koeficijentima.
(ii) Sli¢no, ako su sina, cosa €Q, onda je sinna = sina U, 1 (cosa) € Q
jer je U, —1 polinom s cjelobrojnim koeficijentima. O
Napomena Prnm]etlmo da obrat tvrdn]e ( ) nije istinit. Naprimjer, zan = 2
i =% ]e cos2% = 5 Q alicos 7 = 3 ¢ Q. S druge strane, primjer
sin § = =1¢€Q, dok sm2 ‘[ ZQ, pokazu]e kako sinna ne mora biti

racionalan broj, iako sin « ]este

Teorem 3.3. Akosun,m € IN relativno prosti brojevi i cos 1. 7t je racionalan broj
tada je i cos 7t racionalan broj.

Dokaz. Ako sun,m € IN relativno prosti brojevi, tada postoje k € IN, £ € Z
takvi da broj k - n pri dijeljenju s m daje ostatak 1, tj. k- n = £-m + 1 (to je
posljedica Euklidovog algoritma, a vi$e o tome mozZe se naci u [1} 2} 16, 9]).
Ako je cos ;7T racionalan broj tada je i

cosk (L )—cosk"n—cos(f mt1 ) = cos({rm+ Z)

m
= cos({m) cos 7 = (— 1)} cos z
racionalan broj prema korolaru O

Teorem 3.4. Za svaki prirodan broj m > 3, broj cos 7. je iracionalan.

Prikazat éemo dva dokaza ovog teorema.

Prvi dokaz. Pretpostavimo suprotno tj da je za neki prirodan broj m > 3
broj cos 7t racionalan, i neka je cos =T = Zl zaneke py,q; € N. U Kartezije-
voj koordinatnoj ravnini Oxy promatra]mo pravilni 2m-terokut s vrhovima

Ao, A1, Ay, ..., Ayy—1 najediniénoj kruinici pri Cemu je Ag = (1,0). Tada

su Vrhovi tocke Ay = (cos £ sin £77), k = 0,1, 2 .,2m — 1. Kako je
cos T € Q, to su prema korolaru apscise cos Vrhova Ay takoder
rac1ona1n1 brojevi, cos o+ k” = Zk za neke Pk, 9k € ]N, k=1,2,...,2m—1.
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; ok X ko TN qiy T —.
Prema @, ordinate sin -7t tocaka Ay su sin ;.71 = Ug_q (cos ﬁ) sin 2. =:

Z—i sin 7 za neke ¢, s € IN, jerje cos 7 € Q a Uy_; je polinom s cjelobrojnim
koeficijentima. Neka je D € IN zajednicki nazivnik svih razlomaka %, Z—’;,
k=1,2,...,2m—1. Tadaje A, = (%,% sin Z) za neke My, Ny € N,
k=1,2,...,2m—1. ,

Promatrajmo sve tocke u ravnini Oxy oblika (%, LsinZ),i,j € Z. One
¢ine reSetku ¢iji je fundamentalni paralelogram pravokutnik sa stranicama
151

p i psin L. Uo¢imo da su svi vrhovi nadeg pravilnog 2m-terokuta elementi
ove resetke. Medutim, to nije moguce. Naime, niti jedan pravilni n-terokut
za n > 5 ne moZe se smjestiti u ravninu, ¢ak niti u 3-dimenzionalni prostor,
tako da mu svi vrhovi budu tocke neke resetke (vidi [11,[10]). To pokazuje

da za m > 3 broj cos 7- ne moZe biti racionalan. Q.ED.

Drugi dokaz. Nekaje m € IN, m > 3. Pretpostavimo suprotno, tj. da je broj
cos 7t racionalan. Razlikujemo dva slucaja:

1. Broy m > 3 JE NEPARAN.

Kakoje —1 = cos m = cos(m ) = T;y(cos ), toje Ty (cos ) +1 = 0, gdje
je Ty, Cebisevljev polinom stupnja m. Dakle, cos Z zadovoljava jednadzbu
Py (x) = 0, gdje je polinom Py, definiran s Py, (x) := Ty, (x) + 1. Prema
teoremu 8.2} vodei koeficijent polinoma T;;, pa onda i polinoma P,;, jednak
je 21, Nadalje, kako je m neparan toje | % | = “=1, pa iz formule na-
lazimo da je posljednji ¢lan polinoma T, tj. ¢lan s najmanjim eksponentom

m—1

od x, jednak (2,,:;71)3(”1*2' T - (—1)”%1 = (—1)”%1 m x. Stoga je za neparne

m slobodan &lan Cebisevljevog polinoma T, jednak 0, pa je slobodni &lan
polinoma P, jednak 1. Kako je P, polinom s cjelobrojnim koeficijentima,
vodecim koeficijentom 2! i slobodnim koeficijentom 1, prema teoremu
zaklju¢ujemo da njegova nultocka cos 7= mora biti oblika %, za neki
k < m — 1. No tada bi, jer je na intervalu [0, 7r] kosinus monotono padajuca
funkcijaim > 3, bilo ik =cos L >cos % = %, tj. k = 0, odnosno cos = =1,
$to ne moze biti. Dobivena kontradikcija pokazuje da za neparan m > 3,
broj cos 7 nije racionalan.

2. BRoj m > 3 JE PARAN. POSTOJE TRI MOGUCENOSTT:
2a. m je potencija broja 2. Zbog m > 3 je m djeljiv s 4, pa postoji k € IN takav
da je m = 4k. Tada nas jednakost

@ =cos § =cos(42) =cos(kZ) = Ti(cos ),

s obzirom na pretpostavku kako je broj cos 7. racionalan, dovodi do protu-
rje¢nosti, jer na desnoj strani jednakosti imamo racionalan, a na lijevoj strani
iracionalan broj. Dakle, cos 7 nije racionalan.
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2b. m = 6. Ovaj je slucaj trivijalan jer cos 7 = 5> nije racionalan broj.

2 c. m nije potencija broja 2 i m > 6. U ovom slucaju m ima neparan djelitelj
p > 3, pa postoji t € IN takav da je m = t p. Pod pretpostavkom da je cos 7
racionalan broj, iz niza jednakosti

cos & = cos

;= cost

7 L) =cos(tcos I) = Ty(cos Z)

slijedi proturje¢nost, jer na desnoj strani je racionalan broj, a za broj na lijevoj
strani vrijedi cos % ¢ Q, bududi je p neparan i veci je od 3 (vidi 1. slucaj).
Time je zavrSen i drugi dokaz teorema O

DokaZzimo sljede¢u tvrdnju.

Lema 3.4. i
() = (g2t (@ tghe =+ (DU (0] ) 12l T

(B — () tg2a+ (3 tgta — - + (1)L (2{%) tg?l4]a

Dokaz. Zbog formula i vrijedi

tgna = tga

sin na
tgna =
cos nw
. — . n-1 n _p| a1 . n-1
() cos"lsina — (5) cos" Swsin®x + - - - + (-1l (2[";1J+1) cos" 2L I Ty sin?l 7 Iy
2

n

(1) cos™a — (3) cos"2asin®a + - - - + (—1)13 (zéj) cos"2L3 )y sin2l 3y
n _p|n-l . o)l
%JH) cos 2" lysin2l ™2 Juc)

cos”a((g) — (5) cos2asinZa + - - + (-1)lLz <2L2J) cos’zL%JasinZL%sz)

cos"lu sina((’f) — (3 cos asina+ -+ (-1l <2L

odakle kradenjem s cos” ~la dobivamo jednakost ([I6). O

Teorem 3.5. Neka je n € IN prirodan broj. Brojevi tg (27”) su racionalni za

n =128 zan = 4, tg (2) nije definiran, a za ostale n su brojevi tg (%)
iracionalni.

Dokaz. Tvrdnje zan = 1,2,4,8 su o¢ite. Neka je, dakle, n € N\ {1,2,4,8}.
Zbog jednostavnosti uvedimo oznaku =: & i primijetimo da je tada
tgna = tgn%” = tg 27t = 0. Prema lemi je tgna = 0 ako i samo ako je
ili tga = 0 ili je brojnik u formuli jednak 0.

U prvom sludaju, tga = 0 zna¢idaje 2* = a =k, k € Z, tj. n = £,
pa kako je n prirodan broj, to k mora bitiili 1ili 2, tj. n = 2ilin = 1, ali te
mogucénosti otpadaju jer smo pretpostavilidajen # 1,2,4,8.

Promotrimo drugu mogucénost, tj. da je brojnik na desnoj strani jedna-
kosti (T6) jednak 0, tj. da za tg « = tg 22 vrijedi (ne zaboravite da je (}) = n)
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n— (g) thw + (;‘) tg4rx ¥ (_1)L%J (2“2;”1H ) 2158, — 0. (17)

Kako je n # 1,2,4,8, postoje dvije moguénosti: ili je n = 2k za neki k > 4,
ili postoji prost broj p > 3 takav daje n = mp zaneki m € IN.
1. Nekaje n = 2F za neki k > 4 i pretpostavimo da je tg <+ Z = 2—” € Q.

Prema lemlt] formuh ,tadajeitg § = tg( 2k -4 2" ) € Q. Medutlm,
koriste¢i formulu za tangens polovme kuta dobivamo ontrad1kc1]u jer je

V2
1—cos 1—- .. . .
tg g = o %4 = \?2 =+2-1,5t0 nije racionalan broj.

2. Ostaje slucaj kada postoji prost broj p > 3 takav da je n = mp za neki
m € IN.

2 a. Neka je najprije m = 1, tj. n = p. Kako je p neparan to je p — 1 paran pa
je [ 55~ L= = !, Stoga jednakost (17)) ima oblik (ne zaboravite da je ( )=1)

p— ()tgtx—i—()tga +(—1)Ttgp_ltx:O,

paje tg a korijen jednadzbe

p (P)+ (Pt = (—) a1 =0 (18)
(2)7+ ()

Pretpostavimo da je broj tg a racionalan, tj. tga = ¢, D (a,b) = 1. Kako
je jednadzba s cijelim koeficijentima, koeficijentom uz najveéu potenciju
jednakim (fl)pT1 i slobodnim ¢lanom jednakim p, to je, prema teoremuﬁ
b= =*laajedjeliteljod p, tj.a =1ilia = p. Zaa = 1jetg27” =tga = £1,
tj. 28 = +Z + kmzanekik € Z, teje n = %+, a to je prirodan broj jedino
zak = 0, j. n = 8, 5to otpada jer promatramo slucaj kadajen # 1,2,4,8.
Akoje a = p, tj. tga = £p, uvrdtavanjem u jednadzbu dobivamo

p=r(() - )+ - 172,

odakle zaklju¢ujemo da je p? djelitel] od p, a kako je p # %1, to nije moguce.
Dakle, ako je p > 3 prost broj onda tg nije racionalan broj.

2b. Konacno, ostaje slucaj kada je n = mp gdjeje p > 3 prost brojim > 1.
Kada bi broj tng = tg <t 2 b10 racionalan, onda bi, prema lemi i broj

tg(m2r) = tg(m2 ) = tg 2X o¢ bio racionalan, a upravo smo bili pokazah da
nije. Time je teorem u potpunosti dokazan. O
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4 Zavjezbu

1. Nekajeqg > 3, D (p,q) = 1. Dokazati da su za q # 6 brojevi sin %
iracionalni.

2. Dokazati da je kvadrat jedini pravilni mnogokut u ravnini, ¢ije su
koordinate vrhova racionalni brojevi.

Uputa: Primijetite da se 2 cos na moZze zapisati u obliku Q; (2 cosa),

gdje je Q,; polinom s cijelim koeficijentima ¢iji je vodedi koeficijent
jednak jedinici. Naime, ako polinome Q, definiramo rekurzivnom re-
lacijom Qy41(x) := xQn(x) — Qu—_1(x),n =1,2,3,...,1ipocetnim po-
linomima Qp(x) := x° +1, Q1 (x) := x, tadasu Qu, n =0,1,2,... po-
linomi s potrebnim svojstvom. Takvi su, naprimjer polinomi Q, (x) =
x?—2,Q3(x) = x% —3x, Qg (x) = x* —4x? + 2.
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