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1 Uvod

Kakvom god aktivno$éu se bavimo, aktivno ulazemo trud, no u kona¢nom
ishodu svih nas$ih nastojanja i sreca igra odredenu ulogu. Pod sre¢om, na-
ravno, mislimo na povoljnost svih onih okolnosti nad kojima sami nemamo
kontrolu, tj. na koje ne moZemo utjecati svojim naporima. Oba aspekta
uspjeha — i trud i sreda — posebno su nam potrebni kad se bavimo kak-
vom kompetitivnom djelatnos¢u (bilo kakvom vrstom natjecanja), kad smo
podvrgnuti ocjenjivanju svojih sposobnosti, kad radimo kakav visokorizi-
¢an posao i sl. U ovome ¢lanku na temelju jednostavnog modela uspjeha
istraZit éemo statisticku ulogu srece u ishodu bilo kakvih aktivnosti.

Trud ¢, sre¢u s i ukupan uspjeh 1 parametrizirat emo brojevima izmedu
0i1, tj. izmedu 0 % i 100 %. Njima odredujemo koliki dio maksimalnog
mogudeg truda smo uloZili, koliki dio svih okolnosti van nase kontrole nam
je i8ao na ruku te koliki smo uspjeh postigli na kakvoj prikladno definira-
noj ljestvici uspjesnosti, za koju pretpostavljamo da barem nacelno postoji.
Pri tome pretpostavljamo da sre¢a samo u odredenoj mjeri moze doprini-
jeti ukupnome uspjehu, pa ¢ak i da su nam sve okolnosti bile naklonjene.
Taj maksimalni utjecaj sre¢e na ukupan uspjeh opisat ¢emo parametrom y,
takoder izmedu 01 1. Jezgra naSeg modela relacija je koja odreduje ukupan
uspjeh na temelju uloZenog truda i naklonjene srece:

u=yxs+(1—xHt 1)

Radi jasnoce, ¢lan u zvat ¢emo ukupnim uspjehom, ¢lanove f i s udjelima
truda i srece, a ¢lanove xs i (1 — x)t doprinosima srece i truda unutar ukup-
noga uspjeha. Clan y zvat éemo vaZnost sreée. OCito je da je 1 — x vaznost
truda, tj. maksimalni moguci doprinos uspjehu koji moZemo osigurati svo-
jim naporima.

Ponekad volimo re¢i da smo odredeni uspjeh postigli samo svojim tru-
dom, radom i marljivo$éu. Ovime ne tvrdimo da nismo imali sreée (s = 0),
ve¢ da ona nije igrala nikakvu ulogu u nasem uspjehu, ¢ime parametrizi-
ramo svoje shvacanje vaznosti srece kao x = 0. No koliko nas iskreno moze
re¢i da ne postoje okolnosti van nase kontrole? Ili barem da nijedan korak
na nasem putu do uspjeha nije bio podlozan okolnostima van naseg utje-
caja? Zamislimo samo kakav prestizni posao koji zahtijeva besprijekorno
zdravstveno stanje, npr. posao astronauta. Nikakva koli¢ina truda, zna-
nja, psihicke stabilnosti, odlu¢nosti niti karaktera ne¢e vam biti od pomoci
ako nemate dovoljno srece da ste rodeni bez bitnijih zdravstvenih teskoca,
poput kakvog sréanog problema.

Promatrat ¢emo varijacije truda i srece izmedu razlic¢itih ljudi te analizi-
rati statisticka svojstva njihova uspjeha. Udjele ¢ i s, truda i srece, tretirat
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¢emo kao slucajne, nezavisne i nekorelirane varijable. Pretpostavit éemo
da su njihove vrijednosti uniformno raspodijeljene izmedu 0 i 1, $to nam
omogucava rjeSavati problem geometrijskim metodama. U slucaju kakve
druge, neuniformne raspodjele morali bismo posegnuti za sloZenim inte-
gralnim ra¢unom, sto je postupak koji komentiramo u zavrsnom Dodatku
(poglavlje @ Prvo ¢emo odrediti raspodjelu ukupnog uspjehaﬂ koja slijedi
iz pretpostavke uniformnih raspodjela truda i srece. Taj rezultat ¢emo is-
koristiti u analizi srece onih ljudi ¢iji je ukupan uspjeh iznad neke granice
A (. u > A), $to ée nam dati uvid u ulogu srece kod najuspjesnijih ljudi.

2 Raspodjela uspjeha

U rjeSavanju problema geometrijskim metodama svakako ¢e nam pomo¢i
uvid da (1) za dani x predstavlja jednadzbu ravnine u troparametarskom
prostoru razapetom parametrima s, t, u. Primjer takve ravnine za x = 0.3
prikazan je slikom 1} unutar relevantnog raspona s, t € [0, 1]. Primijetimo
da ravnina uvijek prolazi tockama (0,0,0) i (1,1,1), dok njezino usmjerenje u
prostoru ovisi o x. Podebljanim crtama prikazana su geometrijska mjesta
danog uspjeha u, za nekoliko razli¢itih vrijednosti u. Drugim rije¢ima, po-
debljane linije presjeci su ravnine (1) s nekom od ravnina u = const. Za
uniformno raspodijeljene udjele srece i truda upravo je duljina tih isjecaka
mjera (raspodjele) vjerojatnosti danog ukupnog uspjeha. Grubo i ne sa-
svim ispravno, ali razumljivo iskazano, duljina tih isje¢aka mjeri ,na koliko
nacina” moZemo ostvariti dani uspjeh u, tj. koliko je razli¢itih kombinacija
srece s i truda t koje ostvaruju Zeljenu vrijednost u. U pozadini ovog opa-
Zanja ideja je geometrijske vjerojatnosti [1].

Slika [2] prikazuje projekcije dvaju isje¢aka konstantnog u na s-t ravninu
(ovaj put za x = 0.5). Sasvim je jasno da ¢emo pri odredivanju rubnih to-
¢aka isjecaka morati razmatrati odvojene sluc¢ajeve. Da bismo identificirali

1 Ne treba o¢ekivati da ¢e raspodjela uspjeha biti uniformna ako su raspodjele truda i srece
uniformne. U ovu elementarnu statisti¢ku ¢injenicu moZemo se uvjeriti iz svakodnevnog
iskustva. Zamislimo bacanje dviju igra¢ih kocki. Na svakoj pojedinoj kocki dobit éemo
bilo koji broj izmedu 11 6 s jednakom vjerojatnos¢u, tj. njihova raspodjela vjerojatnosti je
uniformna. Medutim, $to je sa zbrojem brojeva s dviju kocki? Zbrojeve 2 i 12 moZemo do-
biti samo na jedannacin: 1+ 1i6 + 6. Zbrojeve 3i 11 moZemo dobiti na dvanacina: 14 21i
241, 0dnosno 5 + 66 + 5. I tako dalje, sve do zbroja 7 koji moZemo dobiti na Sest nacina:
14+6,2+5,34+4,4+3,542i6+ 1. Dakle raspodjela zbroja uniformno raspodijeljenih
brojeva viSe nije uniformna. Iako dosta udaljen od naseg problema sa samo dvjema vari-
jablama s i t, koje u (1) zbrajamo i s dodatnim teZinskim faktorima x i 1 — ), uz raspodjelu
zbroja slucajnih varijabli usko je vezan tzv. centralni grani¢ni teorem (eng. central limit the-
orem). U svojem bitnom dijelu teorem tvrdi da raspodjela zbroja jednako raspodijeljenih
varijabli (medusobno jednako raspodijeljenih, ne nuZzno uniformnih) s pove¢anjem broja
pribrojnika tezi normalnoj, tj. Gaussovoj raspodijeli.
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Slika 1. Primjer ravnine odredene jednadzbom (1) za x = 0.3.

oznacene koordinate sa slike[2} prvo invertiramo (T)) kako bismo dobili vezu
truda i srece pri danom uspjehu:

tyu(s) = Ll_f;; , )
%Aﬂ:”_%fmf &)

Obje relacije jednadZzbe su istoga pravca, onoga na kojem leZi isjecak ukup-
nog uspjeha 1. One nam pomaZzu u nalaZenju koordinata sa slike

u

Ty = t)(,u(()) = 1—x ’ (4)
nzaﬂnzﬁjﬁ, (5)
%z%ﬂmzﬁ, ©)
S1=syu(l) = - (;_X) . (7)

Ovisno o vaznosti srece x imat ¢emo dva reZima za poloZaje rubnih to-
¢aka na s-osi i t-osi. Oba rezima prikazana su slikom [3 na kojoj su zbog
vizualne jasnoce potisnute oznake osi. Pri tome je, kao na slici 2} s-os ho-
rizontalna, a t-os vertikalna. Razlika izmedu reZima povezana je s nagi-
bom isjecaka, ¢iji utjecaj se ocituje u tome leZe li — za vrijednosti uspjeha
u odredenom intervalu oko u# = 0.5 — obje rubne tocke na s-osi ili na t-osi.
Grafovi ovako usmjerenih osi prikazuju ovisnost fy,,(s) pa je iz (2) jasno
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Slika 2. Projekcija isjeCaka danog ukupnog uspjeha u na s-t ravninu, za
x = 0.5. Lijevo: u = 0.4; desno: u = 0.6.

da je nagib isjeaka jednak —x/(1 — x). Lijevi graf prikazuje rezim A, za
X <1/2,adesni graf rezim B, za x > 1/2. Za vrijednosti uspjeha u nekom
rasponu oko # = 0 i u = 1 rubne to¢ke nalaze se na razli¢ito poloZenim
osima (slucajevi A1, A3, B1 i B3). Medutim, u prijelaznom podrucju oko
1 = 0.5 rubne tocke nalaze se ili na vertikalnim osima s =01is =1 (slu-
¢aj A2), ili na horizontalnim osima t = 0 it = 1 (slucaj B2). Pune linije sa
slike [3| oznacavaju granicu izmedu pojedinih slucajeva unutar danoga re-
zima, dok isprekidane linije prikazuju primjere isjecaka u svakom od sluca-
jeva. Relevantni poloZaji rubnih to¢aka obiljeZeni su vektorima ¢ = (o5, 0%)
iT = (7, ), gdje 7 oznacava rubnu to¢ku blizu s-osi, a T rubnu to¢ku blizu
t-osi (tako daje 0t < 7;iTs < 05). Usporednim promatranjem slika2]i[|po-
loZaje rubnih toc¢aka moZemo parametrizirati kao:

G (S0,0) ako Sp <1 t. T3 <0 . u<y ®)
1 (1,Ty) ako Sp>1 ¢ Th7 >0 § u>yx ’

2 (0,Tp) ako 51 <0 4§ Tp<1 t u<l-—y ©)
o (51,1) ako 51 >0 . To=>1 ¢ u>1l—-x ’

pri ¢emu su visestruki navedeni uvjeti medusobno ekvivalentni te svaki
od njih moze biti prikladan ovisno o danim potrebama. Slika 2]jasno nam
pokazuje da prethodne parametrizacije takoder mozemo elegantno i kom-
paktno zapisati kao:

= (min(1, Sp), max(0,T1) ), (10)
= (max(O, $1), min(1, Tp) ) (1)

A Sl
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Slika 3. Rezimi A i B za odredivanje poloZzaja rubnih to¢aka isjecaka za-
danog uspjeha u, odredeni vaznoscu srece (xa < 1/2; xg > 1/2).
Pojedini slu¢ajevi unutar danog rezima (A1-A3 i B1-B3) odvojeni
su punim linijama. Isprekidane linije prikazuju primjere isje¢aka u
svakom od slucajeva. Horizontalna os je os srece (s-os); vertikalna
o0s je os truda (t-os).

Duljinu ¢(u) isjeaka danog uspjeha u vrlo je lako odrediti kao duljinu
vektora razapetog rubnim to¢kama 7 i 7:

0 = [T =7 = /(1 — 0> + (1 — 00)2. (12)

Pri tome ¢(u) moramo odvojeno izra¢unati za svaki od pojedinih slu¢ajeva
A1-A3 i B1-B3. Svislucajevi su pregledno kategorizirani u tablici[T} Kako
je svaki pojedini slucaj jednoznacno odreden vaznoséu sre¢e x i ukupnim
uspjehom u, slika[d]na jasan nacin prikazuje domenu svih slu¢ajeva unutar
relevantnog parametarskog prostora.

PaZljivim promatranjem ishoda za ¢(u) — s posebnim osvrtom na njihovu
ovisnost o x 21/2 — primje¢ujemo da bismo zapis svih slucajeva mogli
kompaktificirati uvodenjem sljede¢ih pokrata:

Xmin = min(X/ 1—- X)/ (13)
Xmax = max(x,1— x). (14)

Valja primijetiti da je: Xmin € [0,1/2], Xmax € [1/2,1] t€ Xmin + Xmax = 1.
Definicijom ovih ¢lanova apsorbirali smo razliku izmedu rezima A i B.
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Tablica 1. Pregled rezultata za rubne tocke iz (8) i @ i za duljinu isjecka
danog uspjeha iz po slucajevima ilustriranima slikom 3}

x <1/2 x> 1/2
= da1 = (So,0) 71 = (S0,0)
£ } }
\7 TA1 = (O/ TO) TB1 = (O/ TO)
= /521 (1—x)2 /21 (1—x)2
Lanw) = VY f1 () =
*
& a2 = (1,Th) B2 = (S0,0)
\Q Ta2 = (0, Tp) Tg2 = (S1,1)
VI
/2 —4)2 2 — )2
g Can(u) = YA 1+,(}( %) gy (u) = YA A iél Y
=
= E'A3 = (1/ Tl) (_T)B?’ = (1/ Tl)
\i Tas = (51,1) g3 = (S1,1)
=)
= 1— 2 1— 2 1— /22 1— 2
Cas(u) = TV M)X(i(,zg A1 gy (u) = VO M)X(i(j(g 2

Sada sve rezultate za ¢(u) iz tablice[l|moZemo obuhvatiti zapisom:

Ulmax / Xmin ako # < Xmin [A1, B1]
L(u) = {max ako Xmin < 4 < Xmax [A2,B2] , (15)
(1 — u)lmax/ Xmin ako Xmax < U [A3,B3]

gdje smo uveli sljede¢u pokratu radi preglednijeg zapisa:

lmax = \/ sznin + sznax/)(max- (16)

Kako su Xmin i Xmax simetri¢ni na zamjenu x <> 1 — x, istu simetriju dijele
svi rezultati koji se za svaki x € [0,1] mogu u potpunosti izraziti preko tih
¢lanova, bez zaostalih ovisnosti 0 samome ;, §to je upravo slucaj s £(u).
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Slika 4. Parametarska domena slucajeva prikazanih slikom

Slika prikazuje oblik ovisnosti £(u) za Xmin = 0.25. Sve §to nas dijeli
od raspodjele vjerojatnosti uspjeha p(u) jest normiranje na jedinicu, tj. na
ukupnu vjerojatnost od 100 % za ostvarivanje bilo koje vrijednosti uspjeha.
Za to trebamo odrediti ukupnu normu £ funkcije ¢(u):

L— /0'1 ¢(u)du (17)

koja odgovara povrsini ispod grafa sa slike 5| Zahvaljujuéi ovoj geome-
trijskoj ¢injenici £ moZemo — umjesto zamornim, iako tehnicki nezahtjev-
nim integriranjem — odrediti jednostavnim is¢itavanjem elementarnih do-
prinosa ukupnoj povrsini ispod trapezoidne funkcije, koji se sastoje od po-
vrsine dvaju rubnih trokuta i jednoga sredi$njeg pravokutnika:

(1 - Xmax)emax

L= Xmingmax + 5

> (Xmax - Xmin)gmax +

= Xmaxfmax- (18)

A — : R—

00 Xl'nin Xn'mx 1

Slika 5. Oblik ovisnosti duljine isjecka iz , Za Xmin = 0.25.
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Konacan rezultat £ = Xmaxfmax brzo slijedi koristenjem 1 — ¥max = Xmin-
Raspodjela vjerojatnosti uspjeha sad je jednostavno p(u) = £(u)/ L:

U/ XminXmax ako U < Xmin [Al, Bl]
p(u) = 1/ Xmax ako Xmin < 4 < Xmax [A2,B2] (19)
(1 - u)/XminXmax ako Xmax < u [A3, BS]

te je po konstrukciji normirana na jedinicu: fol p(u)du = 1. Slika @ prika-
zuje oblik raspodjele za nekoliko izabranih vrijednosti vaznosti srece x. Za
X = 01 x = 1 raspodjela je uniformna jer je u tim slu¢ajevima prema (1)
uspjeh u potpunosti odreden samo trudom ili samo sre¢om, za koje smo
ispocetka pretpostavili da su uniformno raspodijeljeni. Za x = 1/2 opce-
nita trapezoidna raspodjela degenerira u trokutastu, kao rezultat jednakog,
tj. potpuno simetri¢nog utjecaja truda i sre¢e na ukupan uspjeh.

Trokutasta raspodjela za y = 1/2 moZe nas podsjetiti na raspodjelu do-
bivanja pojedinih zbrojeva s dviju istovremeno bacenih kocaka. U slucaju
igra¢ih kocaka raspodjela je diskretna (ograni¢ena na kona¢no mnogo is-
hoda), dok je u raspodjela kontinuirana: moguc¢ je bilo koji ishod iz-
medu 0i 1. Stoga bismo raspodjelu p(u) mogli poistovijetiti s raspodjelom
dobivanja prosjeka brojeva s dviju istovremeno bacenih igracih kugli na ko-
jima je svakoj tocki oplosja pridruzen jedinstveni realni broj izmedu 01 1.
Da je svakoj tocki oplosja uopée moguce pridruziti jedinstven realni broj
— $to doslovno znaci da je broj to¢aka na sferi jednak broju tocaka unutar
intervala [0, 1] - nije nimalo trivijalna spoznaja. ViSe o ovoj temi (a i sam
dokaz tvrdnje) zainteresirani ¢itatelj moZze naci u [2].

Raspodjela uspjeha p(u)

0
002 o}

0.6
Vaznost Srece ( )0 $ 1o 02 \) \)3“\\ W\

Slika 6. Raspodjela uspjeha (19) za izabrane vrijednosti vaznosti srece.
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3 Sreéa najuspjesnijih ljudi

Neka u kakvoj djelatnosti postoji minimalna razina uspjeha A koju je po-
trebno posti¢i da bismo ishod mogli smatrati uspjesnim: u > A. Ovisno
0 svojem poimanju uspjeha, moZemo zamisliti postizanje prolazne ili naj-
viSe ocjene na kakvom ispitu. Neka je pri tome vaZznost truda 1 — x manja
od postavljene granice A. Na primjer, granica uspjeha za postizanje naj-
viSe ocjene je A = 90 %, dok su — koliko god nam se to ¢inilo nepozeljnim
— okolnosti nad kojima nemamo kontrolu toliko bitne da je maksimalni do-
prinos truda (za maksimalan uloZeni udio truda od t = 1) razmjerno nizak,
recimo 1 — x = 80 %. Tada je jasno da bez odredenog minimalnog dopri-
nosa sre¢e — u ovom slucaju doprinosa od )s = 10 %, odnosno udjela srece
od ¢ak s = 50 % —nikako ne moZemo dosegnuti Zeljenu granicu uspjeha A.
Sada je ocito: ¢ak i ako je raspodjela srece uniformna u ukupnoj populaciji,
raspodjela srece najuspjesnijih ljudi viSe nije ista. U nasem primjeru iz ras-
podjele onih koji su postigli najvisu ocjenu na ispitu potpuno su izbaceni
svi ¢iji je udio sreée ispod 50 %.

3.1 Raspodjela srece

Slikaﬁ]ﬂustrira kako ¢emo raspodjelu srece f, A (s) najuspjesnijih ljudi (za
koje je u > A) odrediti geometrijskim metodama. Za dani udio srece s ras-
podjela f, A(s) odredena je onim udjelom ljudi koji su se nasli iznad gra-
nice uspjeha A, to je na slici[7] prikazano vertikalnim linijama. Dakle, du-
ljine tih vertikalnih linija upravo odgovaraju traZenim vrijednostima raspo-
djele f, A(s). Pri tome slika prikazuje primjer u kojem je granica uspjeha
u = A unutar podrudja B2 (vidi sliku jer se tom slucaju raspodjela f, A (s)
sastoji od svih triju kvalitativno razli¢itih dijelova: trivijalnih dijelova u ko-
jima je jednaka ili 0 ili 1, i dijela u kojem poprima netrivijalnu ovisnost o
s. Ve¢ unaprijed mozemo predvidjeti oblike cjelokupne raspodjele u sva-
kom od slucajeva A1-A3 i B1-B3. Za to samo moramo zamisliti da granica
u = A\ odgovara nekoj od isprekidanih linija unutar pojedinih podrucja sa
slike 3] Netrivijalni dio ovisnosti tek trebamo odrediti, no oznac¢imo li ga
zasad simbolicki kao ®, po slucajevima predvidamo:

FAIB () — g i1,

A2 = @,

£ (s) =0ili ® i1,

FAB(s) = 0ili .

(20)
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Slika 7. Geometrijski prikaz kojim ¢emo analizirati statistiku srece ljudi iji
je uspjeh iznad neke Zeljene granice A (1 > A).

Granica uspjeha u = A sa slike [/] odredena je ve¢ poznatom ovisnodc¢u
tya(s)iz . Sada pazljivim promatranjem uo¢avamo da je gornja granica
raspodjele f, A (s) uvijek 1, dok je donja granica: jednaka 0 ako t, A (s) < 0;
jednaka t, A(s) ako0 < t, A(s) < 1;jednakalako1 < t, A(s). Sve ove slu-
¢ajeve mozemo obuhvatiti sljedeé¢im zapisom:

fra(s) =1—min [1,max [0, tX,A(S)H' (21)

Zelimo li ovo jasno raspisati preko uvjeta na udio srece s, izrazimo veé poz-
nate uvjete na t, A (s) kao (primijetimo promjenu smjera nejednakosti):

0 PEN sS4 (22)

~(1-x)
i 23)

tx,A (5)

tx,A (S)

> x|

AV AIV
VIA VI

1 = s

Uvijet iz nastupit e ranije, s obzirom da je njegov brojnik manji od

onoga iz (22). Prema tome, raspisom t, A (s) unutar (21) imamo:
0 ako s < #
_ A—xs A—(1—
f)(,/\(s)_ 1—ﬁ ako %SS<% . (24:)
A
1 ako X <s

Drugi ¢lan upravo je oblik netrivijalne ovisnosti ® koju smo predvidjeli
u (20). Ovdje smo pazljivo namjestili grani¢ne slucajeve nejednakosti (re-
lacije < i <) tako da se za x = 1 ne mozZze pojaviti dijeljenje nulom, jer je
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nemoguce ostvariti A < s < A. U istom slucaju - kad jedino sreca odre-
duje uspjeh — na samoj granici s = A osigurali smo i da vrijedi f; 5 (A) =1
jer uvjetom u > A i samu grani¢nu vrijednost A smatramo obuhvaéenom.

Rjesenjem formalno smo potvrdili da su najuspjesniji ljudi oni koje
favorizira sreca, s obzirom da je medu njima najve¢i udio onih ¢ija je sreca
visoka (raspodjela je najvisa na najvis$im vrijednostima srece). I ne samo
to. Kao 8to smo ve¢ naslutili, za dovoljno visoku granicu uspjeha A postoji
donja granica srece potrebne za ostvarenje uspjeha u > A. Vidimo da je
ta minimalna vrijednost jednaka smin = [A — (1 — x)]/x te da postoji (kao
veca od nule) pod uvjetom A > 1 — yx, tj. upravo onda kad je granica us-
pjeha ve¢a od maksimalnog doprinosa koji moZemo postic¢i samim trudom.
U takvim okolnostima, koliko god truda i rada uloZili, nikako ne moZemo
uspjeti u djelatnosti koja zahtijeva u > A, ako udio srece u nasim nastoja-
njima nije iznad spyin. Ovo takoder znaci sljedece: kad sreca ne bi imala
nikakvog utjecaja na uspjeh (x = 0), neki od najuspjesnijih ljudi bili bi oni
koji za x > 0 uopce ne prelaze granicu uspjeha, a ulaZu visok trud. I su-
protno: neki od onih koji su presli granicu uspjeha u okolnostima x > 0,
bez utjecaja srece to ne bi bili postigli. Pomalo neugodna, ali matematicki
neizbjezna ¢injenica. Medutim, to ne treba shvatiti kao tvrdnju da trudom
ne mozemo posti¢i uspjeh, pa se prepustiti ocaju. Naprosto, to znaci da ne
mozemo postici uspjeh samo trudom, i to samo u specifiénim okolnostima
(ako A > 1 — x). Osim toga, ovo ne znaci da u okolnostima povecane vaz-
nosti srece vedinski uspijevaju oni koji ne ulazu trud. Naprotiv, veé je iz
jasno da su za visok uspjeh tipi¢no potrebni i visoka sreca i visok trud. Ovu
¢injenicu potvrdit ¢emo u poglavlju

3.2 Norma raspodjele

Sad nas prirodno zanima i ovisnost o¢ekivanog (tj. prosjecnog) udjela srece
najuspjesnijih ljudi o vaznosti srece x i granici uspjeha A. Da sreca ne igra
nikakvu ulogu (x = 0) ili da nemamo ograni¢enja na uspjeh (A = 0), oce-
kivani udio srece bio bi jednak 50 % jer bi sve vrijednosti sre¢e od 0 % do
100 % ponovno bile jednoliko raspodijeljene medu najuspjesnijima. No veé
znamo da za x > 0i (A > 0) unajvecoj mjeri uspijevaju oni koje sreca favo-
rizira, stoga je o¢ito da medu takvima ocekivani udio srece gravitira vrijed-
nostima visim od ,nepristranih” 50 %. Da bismo tu oc¢ekivanu vrijednost
izrac¢unali, prvo moramo odrediti udio onih koji uopée prolaze granicu us-
pjeha A, sto je ekvivalentno normi F,  raspodjele f, A (s):

1
Fon = /0 Foa(s)ds. (25)
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Oblik raspodjele f, A (s) dovoljno je jednostavan da bismo bez vecih tehnic-
kih problema mogli provesti prethodnu integraciju. Pri tome bismo inte-
gral morali rastaviti po dijelovima iz (24). U opcenitom zapisu tih dijelova
koristit ¢emo pokrate Sy, S, To, Ty iz @#)—(7), u kojima na mjesto uspjeha u
sada treba uvrstiti granicu uspjeha u = A:

-max(0,51) min(Sp,1) A—xs 1
Fxn = 0~ds—|—/ (1— )ds+ 1-ds. (26)
! Jo max(0,51) 1—x Jmin(Sp,1)

Prvi od ovih integrala jednak je 0 pa ne doprinosi rezultatu, no ispisali smo
ga radi uvida u sustavnost izmjene granica integracije.

No umjesto zamornim integriranjem, i normu F, A mozemo geometrij-
ski i¢itati jer ona jednostavno odgovara povrsini dijela parametarskog pros-
tora srece i truda obuhvacenog uvjetom u > A. Na slici 7] to je upravo po-
vriina osjen¢anog dijela. Zamislimo li da na slici 3| crtkane linije prikazuju
primjere grani¢nih linija u = A usvakom od sluc¢ajeva A1-A3iB1-B3, tada
lako moZemo ocitati ukupne povrsine iznad tih linija, koje poprimaju oblik
trokuta ili trapeza.

Pri i§¢itavanju slucajeva sa slikeB|uputno je promatrati i sliku[2] kao pod-
sjetnik na geometrijsko znacenje koordinata Sy, S1, Tp, Ty. U slucajevima
A1i B1 povrsinu trapeza odredujemo oduzimanjem povrsine rubnog tro-
kuta od povrsine ukupnog parametarskog prostora (kvadrata):

Fa1By) _ 4 SoTo 27)

XA 2

Slucajevi A3 i B3 najjednostavniji su i odgovaraju trokutu:

1-5)(1-T,
]__)(({3\3,]33) _ ( 1)2( 1) ] (28)

U slucajevima A2 i B2 ponovno imamo trapeze Cije povrsine moZemo i8¢i-
tati rastavom na pripadni pravokutnik i trokut:

h-Ti . To+T

FY = (-T)+ 2oL =1- 2, (29)
So— S So+S
FE = (1-80)+ 021 = - 20T (30)
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Udio uspjesnih (Fy.a)

Slika 8. Udio F), A najuspjesnijih ljudi iz u ovisnosti o vaznosti srece x
i granici uspjeha A. Podebljane linije prikazuju prijelaz izmedu
kvalitativnih oblika rjeSenja (duz A = Xmin ili A = Xmax)-

Pazljivim raspisom svih slucajeva i sagledavanjem svih rjeSenja, ukupan
rezultat moZemo pregledno zapisati kao:

AZ
——— ako A< i Al,B1
2Xmin)(max Amin [ ]
1 1-2A
Fxn = 5+ ako Xmin <A < Xxmax [A2,B2] . (31)
2 2Xmax
(1-A)
—_ ako <A A3,B3
2)Cmin?(max Amax [ ]

Slika([§ prikazuje ovisnost ovog rezultata o vaznosti srece i granici uspjeha.
Bududi da je ovisnost norme F, o 0 vaZnosti sree x u potpunosti iz-
razena preko Xmin i Xmin, KOji su simetri¢ni na zamjenu x < 1 — x, ¢itavo
rjeSenje dijeli istu simetriju na zrcaljenje u x:
Fxh = F1-pn- (32)
Slika|[§sugerira i osnu simetriju Fy o = 1 — Fy1-a, odnosno:

*FXrA + fx,l—l\ =1. (33)

Jednom naslucena, ova simetrija se lako potvrduje izravnom provjerom (31)
jer ako je A < Xmin, tada xmax <1 —A, a ako je xmin < A < Xmax, onda

je takoder xmin <1—A < xmax- U kombinaciji, prethodne dvije relacije
vode i na sljedec¢u:

FeatFixi-a =1 (34)

46



SRECA

Ova simetrija nije nezavisna od prethodnih dviju — zrcalne i osne — ali je
prepoznajemo kao kvalitativno novu: to je centralna simetrija koja je tako-
der vizualno jasna sa slike

3.3 Ocekivani udio sreée

Kona¢no smo u moguénosti istraziti o¢ekivani udio srece 3, o najuspjesni-
jih ljudi, ¢iji je uspjeh u > A. Prema opcenitoj definiciji o¢ekivanja imamo:

_ 1 1
SyA = ]__7[\ /0 st,A(s)ds (35)

te ponovno ne bi bilo tehnicki zahtjevno izrac¢unati integral — koji bismo
morali rastaviti po slucajevima kao u (26) — jer je sada najkompliciranija
podintegralna funkcija koja se pojavljuje kvadratna (s?). Medutim, ¢ak i
ove ocekivane vrijednosti mozemo geometrijski is¢itati. One odgovaraju
s-koordinati , teZista” svakog od geometrijskih podrucdja ¢iju smo povrsinu
Fy,a vec izracunali. PoloZaje tezista lako ¢emo odrediti rastavom tih po-
drudja na pravokutnike i trokute jer su poloZzaji njihovih tezista dobro poz-
nati; naravno, samo uz pretpostavku da su njihove , gustoce” (tj. statisticke
teZine svih pojedinih tocaka) jednolike, Sto je u naSem slucaju zadovoljeno
pretpostavkom uniformnih distribucija sreée i truda u ukupnoj populaciji.
Teziste homogenog pravokutnika se, tako, nalazi toéno u njegovome sredi-
$tu. Udaljenost tezista homogenog trokuta od bilo koje od njegovih stra-
nica jednaka duljini jedne treéine visine spustene na tu stranicu; drugim
rije¢ima, udaljenost tezista od bilo kojeg vrha trokuta jednaka je duljini
dviju tred¢ina visine spustene iz danog vrha. Pri izra¢unu polozaja tezista
cjelokupnog geometrijskog podrudja rastavom na manja podrudja u obzir
moramo uzeti (statisticku) tezinu w; svakog pojedinog (i-tog) doprinosa.
U nasem slucaju mjera te teZine upravo su povrsine pravokutnika i trokuta
preko kojih ¢emo provesti rastav. Opcenito, za koordinatu 5 teZista cita-
vog podrudja tada vrijedi: 5 =), w;3; / Y_; w;, gdje su 5; koordinate teZiSta
svakog manjeg podrudja iz rastava. Kod nas suma svih tezinskih faktora
odgovara povrsini dijela parametarskog prostora omedenog s u > A, koju
smo ve¢ odredili kao normu raspodjele: ) ; w; = Fy .

U rastavu po slucajevima ponovno nam pomaze slika 3} pri ¢emu opet
zamisljamo da su primjeri granice u = A prikazani isprekidanim crtama,
ovisno o tome unutar kojeg podrudja se granica nasla. Radi jasnoce, u ras-
pisu doprinosa ukupnome tezistu za tezinske faktore koristit ¢emo raspoz-
natljiv zapis — {As - At} ili {$As - At} o — unutar kojeg prvi &lan u umno-
sku predstavlja $irinu podrudja u s-smjeru, drugi u f-smjeru, a oznaka iz
indeksa jasno ukazuje radi li se o pravokutniku ili trokutu. Clanovi koji

47



PEeTAR ZUGEC, DAavor HorvaTié

mnoZe ovakve zagrade bit ¢e, naravno, s-koordinate tezista tih pravokut-
nika ili trokuta. Po¢nimo sa slucajem A2:

(A2) 1 |1 2 {1-(To—Th)
SYA = Az lz {1-A-To)lg+3 {2 . (36)
fx,A A

Kao i kod norme F), 5, podrazumijeva se da su ¢lanovi Sy, Sy, To, Ty odre-
deni granicom uspjeha u = A. Iz (27)-(80) lako je potvrditi po svim slu-
¢ajevima da suma tezinskih ¢lanova iz viti¢astih zagrada doista odgovara
normi pripadnog slucaja. Nastavljamo sa slucajem B2:

_(B2 1 14 Sg
Sen = | {150 ot

oA (37)

(51 +§(50—51)) {(80_251)'1}&1/

koji smo ponovno rijesili rastavom na jedan pravokutnik i jedan trokut. Slu-
¢ajevi A31iB3 posebno su jednostavni jer se sastoje samo od jednog trokuta:

(38)

pa nam polozaj njegova tezista odmah daje gotovo rjeSenje, bez potrebe za
dodatnim koriStenjem teZinskih faktora (prva jedinica samo vodi ra¢una o
translaciji teZista prema osi s = 1). Ovakvim pristupom slucajeve A11i Bl
morali bismo rastaviti na jedan trokut i dva pravokutnika. Umjesto toga ko-
ristit emo zaobilaznu metodu: ¢itavom kvadratnom parametarskom pros-
toru poznatog poloZzaja tezista (50 = 1/2) oduzet ¢emo jedan nedostajudi
trokut ¢iji poloZaj teZista nam je takoder poznat (sp = So/3) kako bismo
odredili nepoznati poloZaj teZista 5, preostalog trapeza. Pri tome moramo
na pazljiv nac¢in uzeti u obzir kako je teziste ¢itavog parametarskog pros-
tora odredeno poznatim i nepoznatim tezistima:

WASA + Wr57

=30. 39
WA+ 5O (39)
Bududi da je w, = F 7(53\1’31), a povrsina ¢itavog parametarskog prostora je
wa +w; =1, imamo: wa =1— ‘7__)(;?\1,31)' Sada je lako invertirati pret-
hodni izraz da bismo odredili jedini nepoznati ¢lan 5, = §)(CA/3,B1):
_(A1B1) _ 1 1 (A1,B1)\ So
Sea = —TED [2 - (1 - FA ) 21 (40)
Fun
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Slika 9. Ocekivani udio srece 5, A najuspjesnijih ljudi iz u ovisnosti
o vaznosti sree x i granici uspjeha A. Podebljane linije prika-
zuju prijelaz izmedu kvalitativnih oblika rjeSenja (duz A = Xmin
ili A = Xmax)- Valja primijetiti donju granicu vertikalne osi od 0.5.

PaZljivim raspisom i sredivanjem svih slu¢ajeva, konac¢no rjeenje moZemo

zapisati kao:

3*(1—x) — A®
ko A : Al,B1
3X[2X(]—X)—A2] ako < Xmin [ ]
3(1-A)—x .
VT TX ko x < 1/2 in <A A2
3[2(1_/\)_)(] ako x < / 1 Xmin = < Xmax [ ]
Sen = 3(A+ (1 -A)-(1-x)(1+2x)
3x(1+x —2A)
ako x > 1/2 i Xmin <A < Xmax [Bz]
1—A
1_7 ako XmaxSA [A3/B3]
(41)

gdje, za razliku od svih prethodnih rezultata, vise nemamo simetriju iz-
medu xil — xjerserazlikaizmedu xy < 1/2ix > 1/2nemoZe u potpunosti
apsorbirati kroz Xmin i Xmax. Ta asimetrija jasno je vidljiva sa slike 9| koja
prikazuje upravo odredenu ovisnost ocekivanog udjela srece 5, o. Valja
primijetiti da je najniza vrijednost o¢ekivanja — uz pretpostavku uniformne
distribucije sre¢e u ukupnoj populaciji — jednaka 1/2, §to odgovara donjoj

granici vertikalne osi grafa.
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Nekoliko je istaknutih vrijednosti 5, A koje smo na temelju ocitih razma-
tranja mogli predvidjeti od samog pocetka, a koje relacija mora repro-
ducirati. U slu¢aju da sre¢a ne igra nikakvu ulogu u uspjehu (x = 0), sreca
najuspjesnijih ljudi nije ni¢ime ograni¢ena pa ona i medu njima ostaje uni-
formna. Ocekivana vrijednost uniformne raspodjele s intervala s € [0,1]
sasvim ocito je 1/2, stoga:

Son =1/2. (42)

Isto tako, za A = 0 promatramo uspjeh svih ljudi, ¢ija je raspodjela srece
ponovno uniformna raspodjela ¢itave populacije, pa opet:

S0 =1/2. (43)

U slucaju dajedino sre¢a odreduje uspjeh (x = 1) granica uspjeha A postaje
jedinstvena granica same srece (s > A) pa raspodjela srece najuspjesnijih
ljudi ostaje uniforma, ali na intervalu s € [A,1]. Ocekivana vrijednost je
ponovno u sredini intervala, to jest:

sia= (14 A)/2. (44)
Konac¢no, A =1 priznaje samo potpuno uspjesne ljude ¢iji i trud i sreca
moraju biti stopostotni, osim ako sreca uopcée ne utjece na uspjeh (x = 0),
8to je ve¢ poznat slucaj iz (#2). Prema tome:

- 1 ako x>0
SXJ_{ 1/2 ako x =0 - (45)

Ovi istaknuti slu¢ajevi mogu posluziti kao mehanizam provjere ispravnosti

opceg rjesenja ([@I).

4 A trud?

Sto kad bismo htjeli istu analizu provesti za trud, umjesto sre¢e? Bismo li
morali ispocetka ponavljati sve do sada provedene ra¢une? Niposto! I to
zahvaljujudi simetriji izraza (1) na zamjenu srece i truda te zahvaljujudi nji-
hovim jednakim pretpostavljenim raspodjelama. Naime, za vaznost srece
X izraz (I) ponasSa se s obzirom na trud isto kao $to bi se ponasao s obzi-
rom na srecu da je njena vaznost 1 — x. Jednakost raspodjele srece i truda
u ukupnoj populaciji tada jamci da u sve preostale rac¢une raspodjela truda
ulazi na isti nacin kao i $to je to ¢inila i raspodjela srece. Stoga konac¢ni
rezultati za trud, u takvim okolnostima, moraju biti simetrijski povezani s
rezultatima za sre¢u. Raspodjelu srece najuspjesnijih ljudi koju smo ranije
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oznacavalis f, A (s) ozna¢imo sad prosirenom oznakom f)(csjrf@ (s) kako bi-
smo je mogli razlikovati od o¢ekivane raspodjele truda f)((txld) (t). Pri tome

raspodjelu truda f)((tjtld) (t) najuspjesnijih ljudi i dalje smatramo parametri-
ziranu vazno$c¢u srece x kako bi se obje s istom oznakom odnosile na iste
okolnosti (tj. ne treba reinterpretirati y kao vaznost truda). Buduci da ve¢
znamo da se ra¢uni za trud uz vaznost srece x ponasaju kao racuni za sre¢u
vaznosti 1 — x, odmah slijedi rjeSenje:

£ (1) = plre) p). (46)

Primijetimo da je na desnoj strani jednakosti na mjesto arqumenta sre¢e uvr-
Stena Zeljena vrijednost truda: s = t. Ista simetrija propagira se i do norme

truda najuspjesnijih ljudi pa u prvom koraku imamo F. gxld) = Florea)

1-x, A\’
zahvaljujudi zrcalnoj simetriji iz zakljucak se jo§ pojednostavnjuje:
(trud) _ -(sreca)
Fon = F oA (47)

Medutim, u slucaju norme F, o oznaka srece ili truda sasvim je suvisna.
I to ne zato Sto su toboZe slucajno ispale jednake, ve¢ jer su norme srece i
truda nuzno jednake, pa ¢ak i da su im raspodjele unutar ukupne populacije
razli¢ite! Naime, norma F, A povrSina je dijela parametarskog prostora (ili,
opcenitije, integral statistickih tezina) koji se na isti na¢in proteZe preko s i
t, neovisno o zamjeni s <+ t promatranog parametra. Ovo postaje jos jasnije
prepoznamo li da smo tu povrsinu — predstavljenu osjen¢anim podrucjem
sa slike[7]- mogli odrediti i integracijom raspodjele uspjeha iz (19):

1
Fyn = /A p(u)du, (48)

bez eksplicitnog poziva bilo na sre¢u ili trud. Drugim rijecima, ) A je udio
ljudi koji su presli granicu uspjeha A, sto o€ito ovisi i o sreéi i o trudu.
Konacno, simetrija iz odraZava se i u kona¢nom rjesenju za ocekivani
udio truda najuspjesnijih ljudi:
EXrA = 51_X1A. (49)
Ovaj rezultat pokazuje da u tipi¢nim okolnostima — za neekstremne vri-
jednosti vaznosti srece kod kojih asimetrija izmedu x i1 — x sa slike [9|nije
drasti¢na — ocekivani udio truda je visok kad je i o¢ekivani udio srece vi-
sok. Ovo je bitno imati na umu, kao suprotnost naivnome zakljucku da bi
visoka sre¢a mogla znaciti da je nizak trud potreban (Sto je istina za u = A)
umjesto da je samo ponekad dovoljan ($to je istina za u > A). Time se prisje-
¢amo da je za visok uspjeh i dalje uputno ulagati visok trud, umjesto da se
samo prepustimo letargi¢nom is¢ekivanju naklonosti srece.
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5 Zadaci za razonodu

Zadatak 5.1. PokaZite da se isti rezultat za normu F, A iz @) dobiva integraci-
jom raspodjele uspjeha p(u) iz (.) prema receptu 1z

Zadatak 5.2. Odredite jednadZbe ravnine, osi i tocke (u koordinatama
X, N\ i F) s obzirom na koje norma F A pokazuje zrcalnu, osnu i centralnu sime-

triju iz (32), (33) i (34).
Zadatak 5.3. Provjerom potvrdite da se razliciti slucajevi unutar rjesenja (19),
24), (1) i (1) glatko spajaju na prijelazu uvjeta.

Zadatak 5.4. Provjerom potvrdite da su uvjeti u (I9), 24), i (1) tako iza-
brani da su izbjegnute sve mogucnosti dijeljenja nulom.

Zadatak 5.5. Provjerom potvrdite da norma Fy a iz (31) zadovoljava simetrije

iz @) (g) ﬁ) te da ocekivani udio srece 5, iz (E) 41) reproducira posebne slu-

Cajeve

Zadatak 5.6. Izravnom integracijom iz (25) i (35) —a po receptu iz (26) — rekons-
truirajte konacna rjesenja (31) i (1) za normu F, s i oCekivanje 5, .

Zadatak 5.7. Zelite li se sami okusati u izvodu, &itav postupak iz poglavlja|3|po-
novite za trud kako biste potvrdili rezultate iz (46), (#7) i #9)

Zadatak 5.8. U programskome jeziku po vlastitom izboru iscrtajte nekoliko jedno-
dimenzionalnih grafova ovisnosti (24), (31) i (1) — nekoliko ovisnosti o x za dani
N, nekoliko ovisnosti o A za dani x te ovisnosti duZ linijja A = xi A =1 — x (sto
odgovara podebljanim linijama sa slika|8]i[9).

Zadatak 5.9. U programskome jeziku po vlastitom izboru napisite racunalnu si-
mulaciju kojom Cete — bilo za dane x i A\, bilo za Citav raspon njihovih vrijednosti
— rekonstruirati raspodjelu uspjeha iz (19), raspodjelu srece najuspjesnijih ljudi
iz , njezinu normu iz i ofekivanu vrijednost iz [@I). Potrebno je unifor-
mno generirati vrijednosti srece s i truda t na intervalu [0, 1], izracunati pripadni
uspjeh prema (1)) te dobivene vrijednosti s, t i u na prikladan nacin histogramirati,
brojati i usrednjavati. Usporedite dobivene rezultate s egzaktnima, bilo izravnom
usporedbom pojedinih brojeva — pri cemu ée rezultati simulacije imati pripadnu
statisticku nepouzdanost koju se moZe izracunati i uzeti u obzir pri ocjeni slaganja
— bilo grafickim preklopom egzaktnih i simuliranih raspodjela, tj. ovisnosti.
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6 Dodatak

Za ljubitelje integrala sad ¢emo prikazati kako bismo proveli ranije ra¢une
za proizvoljne raspodjele truda i srece. Naime, u slu¢aju neuniformnih ras-
podjela pojedine tocke parametarskog prostora, tj. pojedini parovi vrijed-
nosti (s, t) viSe nemaju iste statisticke teZine pa geometrijske mjere dijelova
tog prostora (duljine linija, povrsine ploha) vise nisu adekvatne mjere sta-
tistickih veli¢ina odredenih takvim raspodjelama. Oznakama S, T, U sad
¢emo jasno obiljeziti na $to se odnosi koja veli¢ina: sre¢u (S), trud (T) ili us-
pjeh (U). Tako, na primjer, oznake ps(s), pr(t) i pu(u) za raspodjele srece,
truda i uspjeha podrazumijevaju da su ps, pr i py opéenito razlicite funkci-
onalne ovisnosti o pripadnim varijablama s, t i u.

Neka je d?Psy(s, t) zdruzena vjerojatnost srece i truda: da se sre¢a nade
unutar beskonac¢no uskog intervala Sirine ds oko vrijednosti s te da se trud
nade unutar beskonac¢no uskog intervala Sirine dt oko vrijednosti ¢t. Tada
definiramo zdruZenu raspodjelu vjerojatnosti srece i truda kao:

dZPST(SI t)
pst (s, t) Tasdf (50)

U najop¢enitijem slucaju raspodjele vjerojatnosti i truda mogu biti zavisne.
Drugim rije¢ima, sama raspodjela sre¢e moze ovisiti o uloZenome trudu i
suprotno, uloZeni trud moZe ovisiti o sre¢i koja nam je naklonjena. Na pri-
mjer, tek nakon $to dovoljno truda ulozimo u neku djelatnost, mogu nam
se otvoriti prilike (recimo, moguénost natjecanja za posao, nagradu ili sto
drugo) koje nam inace uopée ne bibile na raspolaganju, a na ¢iji ¢e ishod da-
lje utjecati i sreca, pored samog truda. S druge strane, nemamo li dovoljno
sre¢e da nam se kakva aktivnost uopée nade na raspolaganju, onda ne¢emo
niti ulagati trud u nju; ili barem ne toliko kao da se profesionalno bavimo
njome. Stoga u sasvim opéenitom slucaju nismo slobodni unaprijed pret-
postaviti sre¢u nezavisnom od truda. Uvijek moZemo definirati raspodjelu
ps(s) same srece, ali uz uvjet nespecificiranog truda, i raspodjelu pr(t) sa-
mog truda, ali uz uvjet nespecificirane srece. Takve reducirane raspodjele
dobivamo tzv. marginalizacijom ,najdublje”, zdruZzene raspodjele:

1

ps(s) = 0 = [Cper(s, a, 61
1

pr() = 0 = [P prs s 2

i sve su one pravilno normirane na jedinicu:

11 1 1
/O/OPST(s,t)dsdt:/o ps(s)ds:/o pr(t)dt =1. (53)
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Samo ako sreca i trud doista jesu nezavisni, vjerojatnost d>Ps 1 (s, t) para
vrijednosti s i f moZe se prikazati umnoskom vjerojatnosti dPs(s) i dPr(t)
za ostvarivanje dane sreée i danog truda: d?Pst(s,t) = dPs(s)dPr(t), $to
povlaci da se zdruZzena raspodjela vjerojatnosti nezavisnih| varijabli moze
prikazati umnoskom nezavisnih raspodjela:

pst(s,t) = ps(s)pr(t). (54)

U nas8im ranijim ra¢unima raspodjele srece i truda bile su nezavisne i uni-
formne, odnosno obje jednake ps(s) = pr(t) = 1 jer je upravo jedinica
konstanta koja je kompatibilna s uvjetom normiranja (53).

Sada zelimo jednu od varijabli srece i truda zamijeniti varijablom uspjeha
jer ciljamo odrediti raspodjelu samog uspjeha, marginalizacijom po nepro-
mijenjenoj varijabli. U tome nam pomaze , o¢uvanje vjerojatnosti”, tj. neo-
visnost ukupne vjerojatnosti o varijabli kojom je iskazujemo:

[Pt (s, )] = |d*Psu (s, )| = [d*Pru(t,u)]- (55)
Raspisom preko pripadnih raspodjela vjerojatnosti:
pst(s, t)dsdt| = [psy(s, u)dsdu| = |pru(t, u)didu| (56)

dolazimo do recepta za transformaciju raspodjela:

dtyu
psu(s ) = o (s tuls)) [ 2542, &7
pru(t,u) = pst(syu(t), t) ’ds}é:ll(t)’ (58)

Vidimo da smo apsolutnu vrijednost morali uzeti u obzir zbog derivacija
koje se pojavljuju, a koje u opéenitom slucaju mogu biti negativne (ako je
derivirana ovisnost padajuca), dok od raspodjela vjerojatnosti o¢ekujemo
da su svugdje nenegativne. TraZene funkcije za deriviranje ve¢ imamo iz (2)
i (8). Medutim, moramo uzeti u obzir i da za danu vrijednost novouvedene
varijable (uspjeha) nisu dozvoljene sve vrijednosti starih varijabli (srece ili
truda). To zapaZanje odgovara razmatranjima sa slika [2|i [3| te se svodi na
zahtjeve 0 <ty ,(s) <110 < sy, (t) < 1, koje ¢emo ovako implementirati:

1 u—xs u—xs
= < <
psu (s, u) e (s, 1—x>®<0_ Ty _1>, (59)
1 u—(1—x)t > ( u—(1-—x)t )
tu)=— — =0 —— =<1}, (60
pru(t,u) XPST( . . (60)

2 Na primjer, prema raspodjeli pst (s, t) o sin(7st) sreca i trud su zavisni jer se ona ne moze
prikazati umnogkom , dok su prema raspodjeli psr (s, t) o sin(7s) sin(7tt) nezavisni.
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Sto smo postigli uvodenjem sljedece funkcije:

_J 1 akoje x istina
o) _{ 0 akoje x neistina ° (61)

8] i valja primijetiti pocetne faktore 1/x 11/ (1 — x) kao rezultate
provedenih derivacija. Raspolaganje obama izrazima od posebne je ko-
risti u slucajevima y =0i x = 1. Kaou i (52), raspodjelu samog us-
pjeha py(u) sad odredujemo integracijom po svim varijablama ¢iju ovis-
nost zelimo ukloniti: py(u) = fol psu (s, u)ds = fol pru(t,u)dt. Pri tome
uvjeti obuhvaceni funkcijom ©(-) utje¢u na granice integracije. Ti uvjeti,
zajedno s 0 < u < 1, uvjeti su na rubne tocke ¢ i 7 iz (8) i (9). Za integra-
ciju po s oni se svode na s > max(0,S1) i s < min(1,Sy) pa nakon raspisa
imamo:

1 1 min(1, u/x) u—xs
= 7 d = 7/ r T d 7
pols) = |, Pl s = 1= X Jmaxto, =100 P (S 1-Xx ) °
(62)
dok za integraciju po t uvjeti t > max(0, T;) i t < min(1, Ty) vode na:

1 1 pmin(l, u/(1-x)) u—(1— )t )
u) = tou)dt = = — ", t]dt
pu(u) /o pru(t,u) )c/max(o, (u_X)/(l_X))pST< < o

Oba pristupa su, naravno, jednakovaljana.
Kao i u (48), normu F, A mozemo odrediti iz raspodjele samog uspjeha:

1
Fxa = /A pu (u)du. (64)

No raspiSemo li je integracijom preko pocetne raspodjele srece i truda, mo-
Zemo birati izmedu dva izraza koji se razlikuju prema poretku integracije:

1 1
Fon= [ / 5, t)dt| ds
XA s=max(0, S1) [ t=max (0, ty A (s)) pST( ) ]

1 1
= s, t)ds| dt.
./t:max(O,Tl) [~/s—max(0,sX,A(t)) PST( ) 1

U prvom slucaju integracija po s prebrisuje sve vrijednosti do 1, s po¢etkom
u0iliuS; =[A—(1—x)]/x, dok integracija po t prebrisuje sve vrijed-
nosti do 1, pocevsi od 0 ili t, A(s) = (A — xs)/(1 — x). U drugom slucaju
integracija po t po¢inje od 0ili T; = (A — x)/(1 — x), a integracija po s od
Oilisy A (t) = [A—(1—x)t]/x.

(65)
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U prepoznajemo da su ¢lanovi u uglatim zagradama srodni raspo-
djelama srece i truda najuspjesnijih ljudi, za u > A. Pri tome je donja gra-
nica prvog integrala zaduZena za to da donja granica drugoga ne moze
preéi jedinicu. Zelimo li da to ograni¢enje ostane unutar samih definicija
raspodjele srece i truda najuspjesnijih ljudi, po uzoru na piSemo:

1
e = psr(s, et (66)

min [1,max[0,tX,A (S)]]

o=/

Jmin [1,max[0,sX,A(t)]

] pST(Sr t)dS. (67)
Uz ovako definirane raspodjele, normu J, » mozemo izraziti i kao:
1 1
S T
Fon= | fare)as = [ p o (68)
Za ocekivane udjele srece i truda najuspjesnijih ljudi i dalje vrijedi:

i} 1 /1 s
Sy A = m/o sf(,/)\(s)ds, (69)

o1 Lo

Isto tako, mogli bismo ih raspisati analogno (65), pri ¢emu bismo dobili
po dva dodatna izraza i za o¢ekivani udio srece i za ocekivani udio truda.
No mogli bismo integrirati i zdruZenu raspodjelu srece i uspjeha iz ili
truda i uspjeha iz — ne vise raspodjelu samog uspjeha kao u (64):

. 1 1 1
Sy A = m /u:A /S:O spsu (s, u)dsdu, (71)
_ 1 o
t = — t t,u)dtdu. 72
AT F /u:A/t:O pru(t, u)dtdu (72)

Granice integracije opet su transparentne i jednostavne, a sva sloZenost
potisnuta je u same raspodjele. Valja naglasiti da za opcéenitu raspodjelu
pst (s, t) srece i truda ne vrijede nuZno simetrije norme iz (32), i (34),
niti veze srece i truda iz i (@9).
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