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B Procesi obnavljanja u teoriji
rizika
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Sazetak: U ovom diplomskom radu prezentirani su osnovni koncepti teorije rizika
koja modelira dva izvora neizvjesnosti neZivotnog osiguranja: koliko c¢e Steta
osiguranik prijaviti i koliki su iznosi fih Steta. U skladu s time, definirani su proces
ukupnog broja steta i proces ukupnog iznosa steta. Zajedno, ta dva procesa Cine
sastavni dio procesa rizika koji prati odnos uplacenih premija i isplacenih Steta.
Rad je podijelien u tri poglavija. U prvom poglavlju opisana su osnovna svojstva
matematickih modela za proces ukupnog broja Steta homogenog Poissonovog
procesa i procesa obnavljanja. U drugom poglaviju dan je pregled distribucija
iznosa Stete, pri Cemu je poseban naglasak stavljen na distribucije teskog repa
regularno varirajuc¢e i subeksponencijalne distribucije. Nadalje, objasnjena su
osnovna svojstva modela za proces ukupnog iznosa steta Cramér-Lundbergovog
modela i modela obnavljanja. Posliednje poglavije prikazuje fundamentalne
rezultate teorije propasti Ciji je glavni fokus proces rizika.

Kljuéne rijeci: homogeni Poissonov proces, proces obnavljanja, teorija rizika,
proces rizika, teorija propasti, nezivotno osiguranje

uvoD

Tijekom svog zivota susrecemo se s razliCitim oblicima nezivotnog osiguranja
osiguranjem od nezgode, osiguranjem imovine ili na primjer osiguranjem
cestovnih vozila koje je zakonski regulirano. Usluge nezivotnog osiguranja pruzaju
financijske institucije drustva za osiguranje koja su dobila odobrenje za rad od
regulatora Hrvatske agencije za nadzor financijskin usluga. U svojem poslovaniju
osiguravajuce drustvo (osiguratelj) preuzima rizik i za to naplacuje premiju od
svog klijenta (osiguranika). Prema posliednjim podacima (rujan 2019.) u Hrvatskoj
je ukupno 15 osiguravajucih drustava koja nude usluge nezZivotnog osiguranja
sa zaracunatom bruto premijom od gotovo 5.8 mird HRK za razdoblje 1.1.2019.
- 30.9.2019.

Kako bismo poblize objasnili kako osiguranje funkcionira, uzmimo primjer
osiguranja cestovnih vozila. Prema ugovoru osiguratelja i osiguranika, osiguranik

1 Zorana Lubina, Sveuciliste u Zagrebu prirodoslovno-matematicki fakultet, matematicki odsjek; Skraceni
diplomski rad - dobitnica Nagrade Hrvatskog ureda za osiguranje 2020 g. u kategoriji najbolji diplomski rad.
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plac¢a odredenu svotu novca (premiju) osiguratelju na pocetku perioda trajanja
osiguranja, obicno jedne godine. Ukoliko se tijekom trajanja osiguranja dogodi
nesreca koja je uzrokovala stetu na vozilu, osiguratelj pokriva troskove popravka
vozila. Dva su izvora neizvjesnosti za osiguratelja: koliko ¢e Steta osiguranik
prijaviti i koliki su iznosi tin Steta. Teorija rizika, kao dio aktuarske znanosti, daje nam
matematicki model za ukupan broj Steta i matematicki model za ukupan iznos tih
Steta. Zajedno, ova dva modela Cine sastavni dio modela rizika teorije propasti.
Glavni dijelovi ovoga rada upravo su gornja frimodela strukturno podijeliena u tri
poglavlja. Za pocetak, navedimo glavne pretpostavke koje koristimo u nastavku,
pri Cemu vjerojatnosni prostor oznacavamo s (Q,F, P).

« Stete se dogadaju u trenutcima Ti za koje vrijedi 0 < T1 < T2 <. .. Nazivamo
ih vremena dolazaka steta.

« Steta u trenutku Ti uzrokuje iznos stete Xi. Niz {Xi : i = 1} je niz nezavisnih,
jednako distribuiranih nenegativnih slucajninh varijabli.

* Nizovi slucajnih varijabli {Ti : i= 1} i {Xi : i = 1} sumedusobno nezavisni.

U prvom poglavlju uvodimo pojam procesa ukupnog broja Steta koji predstavlja
ukupan broj steta koje su nastupile do odredenog frenutka t. Prvi matematicki
model za taj brojedi proces kojega analiziramo je homogeni Poissonov proces.
Povijesno gledano, Svedski aktuar Filip Lundberg prvi je 1903. godine u svom radu
opisao proces ukupnog broja steta homogenim Poissonovim procesom. Stoga
se U literaturi Cesto ta godina smatra pocetkom razvoja teorije rizika. Nadalje, u
drugom dijelu prvog poglavlja prodirujemo analizu broje¢eg procesa i uvodimo
pojam procesa obnavljanja. Proces obnavljanja predstavija sveobuhvatni
model za proces ukupnog broja Steta kojeg je 1957. godine predlozio danski
matematicar Erik Sparre Andersen. Navedeni su osnovni granic¢ni teoremi teorije
obnavljanja koji su klju€ni u razumijevanju osnovnih svojstava procesa ukupnog
broja Steta. U drugom poglavlju uvodimo pojam procesa ukupnog iznosa Steta
koji predstavlja ukupan iznos Steta koje su nastupile do odredenog trenutka ft.
Poseban doprinos u modeliranju ovog procesa dao je Svedski matematicar
Harald Cramér. Prikazana svojstva matematickog modela za taj proces pomodi
¢e nam u formiranju principa racunanja premija. Dodatno, poglavlje sadrzi
pregled distribucija iznosa Stete, pri Cemu su posebno izdvojene distribucije
teskogreparegularno varirajuce i subeksponencijalne distribucije, koje su sve vise
koristene u praksi. Posliednje, tre¢e poglavlje opisuje proces rizika te objasnjava
osnovne rezultate teorije propasti. Istaknimo kako je cilj ovoga rada prikazati
osnovne koncepte teorije rizika te dobivene rezultate interpretirati u kontekstu
nezivotnog osiguranja. Za pracenje i razumijevanje sliedeceg sadrzaja potrebna
su osnovna znanja teorije vjerojatnosti i teorije mjere.
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1. PROCES UKUPNOG BROJA STETA

U ovom poglavlju fokusiramo se na vremena dolazaka Steta u osiguranju koja
smo u uvodnom dijelu oznadili s T;. Cesto je od interesa znati koliko teta je
osiguravajuce drustvo isplatilo do odredenog trenutka ¢. U tu svrhu definiramo
brojeci proces N = (N (t)):>o kojega nazivamo proces ukupnog broja steta:

Nt)=#{i>1:T;<t}.
Primijetimo da vrijedi:

(1) Zadanot >0, N(¢) je slucajna varijabla s vrijednostima u Ng.
(2) Za 0 <ty <ty vrijedi N(t1) < N(tq).

(3) N(t1,t2] :== N(t2) — N(t1) je ukupan broj steta u intervalu (¢, ta].

Cili nam je pronac¢i matematicki model za proces N kojega ¢emo modi
interpretirati u kontekstu osiguranja. Jedan od najvaznijin primjera brojecin
procesa u primijenjenoj teoriji stohastiCkin procesa je homogeni Poissonov
proces kojega proucavamo u prvom dijelu ovoga poglavlja. Zatim, u drugom
dijelu poglavlja definiramo i navodimo osnovna svojstva procesa obnavljanja
koji predstavlja sveobuhvatni model za proces ukupnog broja steta te kao
takav cini temeljni dio ovoga rada.

1.1 Homogeni Poissonov proces

Homogeni Poissonov proces polazni je primjer Poissonovog procesa zbog
veoma pozeljnih teorijskih svojstava i povijesne vaznosti. Istaknut ¢emo njegovu
interpretaciju u kontekstu teorije rizika kao modela za proces ukupnog broja
Steta. Ovaj odjeljak sadrzava kratak pregled najvaznijih svojstava homogenog
Poissonovog procesa.

Definicija 1.1.1. Brojeci proces N = (N(t)):>0je homogeni Poissonov proces s
intenzitetom X\ > 0 ako je:

(1) N(0) = 0.

(2) N ima nezavisne priraste.
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(3) Broj dogadaja u bilo kojem intervalu duljine ¢ je Poissonova slucajna varijabla
s parametrom Af, 1j. za svaki s, t 2 0 vrijedi:

P(N(s,t+s]=n)=P(N(t+s)—N(s)=n)= ():!)ne_M, n=0,1,... (1.1

Ako je A =1, tada govorimo o standardnom homogenom Poissonovom procesu.
Iz relacije (1.1) slijedi:

(1) N ima stacionarne priraste zbog tfoga $to distribucija N(t + s) — N(s) ne ovisi o
s, nego samo o duljini vremenskog perioda t.

(2) Uzmimo s = 0. Dobivamo da je:
N(t) = N(t+0) — N(0) ~ Pois(\t), V¥t > 0. (1.2)
Dakle, ukupan broj Steta do trenutka t ima Poissonovu distribuciju s parametrom

M. Stoga je oCekivani broj steta do frenutka ¢ jednak:

E[N(t)] = At.

Nadalje, koristeci relaciju (1.2) i razvoj funkcije e* u Taylorov red dobivamo

sliedece relacije:
P(N(h) =1) = Ah + o(h), (1.3)
P(N(h) > 2) = o(h), (1.4)

gdje je limy,_ @ =0.

Primijetimo jos jednu posljedicu iz relacije (1.4): vjerojatnost dolaska vise od
jedne Stete u proizvoljnom intervalu duline h je reda o(h). Kako smanjujemo
duljinu intervala h tako se i pripadna vjerojatnost smanjuje, sto znaci da je ,,vrlo
malo” vjerojatno da u kratkom vremenskom intervalu homogeni Poissonov
proces ima vise od jednog skoka.

Definicija 1.1.2. Neka je N = (N(t)).>0 homogeni Poissonov proces. Slucajne
varijable

Wi:Ti—Ti_lzaizl,Q,...

uz konvenciju T, = 0 nazivamo vremena medudolazaka Steta, gdje je T; vrijeme
dolaska i-te Stete.
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Propozicija 1.1.3. Neka je N = (N(t)):ohomogeni Poissonov proces s intenzitetom
\. Sluajne varijable W;, i = 1, 2, . . . su nezavisne, jednako distribuirane s

eksponencijalnom distribucijom s parametrom A. Nadalje,

fwy Wo,.. o w, (W1, wa, . .., wy) = )\”e*)‘(wﬁwz*'”*w”), w;>0,i=1,2,...,n (1.5)

gdje je ffunkcija gustoce slucajnog vektora (W, Wy, ..., W,,).

Slika 1.1: Trajektorija standardnog homogenog Poissonovog procesa
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Dokaz. Uzmimo ¢ > 0i primijetimo da je {T1 > ¢} = {N(t) = 0}. Slijedi da je:
P(W; >t) =P(Ty >t) =P(N(t) = 0) = e, (1.6)

odnosno P(W; < t) = 1 — e M. Zaklju¢ujemo da slucajna varijabla W, ima
eksponencijalnu distribuciju s parametrom A. Nadalje, za svakit > 0in > 1 vrijedi:

(W >t} = {N(T\_1+t) — N(Tpp_1) = 0}.

Sada iz nezavisnosti prirasta procesa N slijedi nezavisnost slucajnih varijabli W;. Iz
svojstva stacionarnosti prirasta procesa N dobivamo:

P(Wy > 1) = P(N(T_y +1) = N(Ty_1) = 0) =B(N() =0) =, (1.7)
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ZakljuCujemo da su sluCajne varijable W; jednako distribuirane s eksponencijalnom
razdiobom s parametrom .

Iz propozicije 1.1.3 slijedi:

(1) T;<T;119.5.20 i > 1, 0dnosno s vjerojatnos¢u 1 homogeni Poissonov proces
nema skokove vece od 1.

(2) Slu€ajna varijabla T,,= Wy + W+ - - - + W,,za n > 1 ima gamma distribuciju s
parametrima ni A. PiSemo T,, ~ T'(n, \).

(3) Koristecirelaciju (1.5) i transformaciju

(21,22, .-, 2n) g (21,22 = 215+, 20 — Zn—1),
vz det(9S(z)/0z) = 1, dobivamo funkciju gustoce sluc¢ajnog vektora (11, Ts, . . ., Ty,)
200< 1< < Tyt
le,TQ,”.,Tn (1.17 T2y - v -y $n) = le,Wz,..‘,Wn (mla L2 — L1y vy Tn — x’nfl) = )\nei/\a:"' (] 8)
Propozicija 1.1.4. Neka je N = (N(t))>0 homogeni Poissonov proces s

intenzitetom A. Vrijleme dolaska prve Stete Ty uvietho na dogadaj {N(t) = 1} ima
uniformnu distribuciju na intervalu (0, ¢}, pisSemo: Ty | {N(t) = 1} ~ Unif(0, ¢].

Dokaz. Za 0 < s < timamo sliedece:

P(Tl < SvN(t) - 1)

P(Ty < s|N(t) = 1) =

P(N(t) =1)
BV LND-NE=0) (1)
P(N(t) =1)
nez. i stac. ()\SGfAS)e*)‘(t*S) s
Ate— At t

Prethodna propozicija moze se generalizirati na nacin da odredimo distribuciju
slu€ajnog vektora (11, Ty, . . ., T,,) uvjetno na dogadaj {N(t) = n}:

|
le,Tg,...,Tn|N(t)(t17t27 oy tn ‘Tl) = %, 0< <ty <---<t, <t
Na kraju ovoga dijela istaknimo najvaznije zakljuCke. Vidjeli smo da homogeni
Poissonov proces ima svojstvo stacionarnosti prirasta. U kontekstu nezivotnog
osiguranja, ocekivani broj steta u vremenskom periodu ovisi samo o duljini tog
perioda. Naddalje, pokazali smo da je distribucija vremena dolazaka Steta u uskoj
vezi s uniformnom distribucijom. Postavlja se pitanje koliko je to u skladu sa
stvarnim svijetfom osiguranja. Primjerice, nije nerazumno pretpostaviti da se u
osiguranjima od razlicitin vremenskinh nepogoda vise Steta dogada u pojedinom
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periodu godine nego u ostalima. Takvo razmatranje dovodi nas do ideje da
infenzitet A ovisi o vremenu. U tom sluCaju govorimo o nehomogenom
Poissonovom procesu [5, str. 250-254].

1.2 Procesi obnavljanja

Procesi obnavljanja modeliraju pojavlivanja odredenog dogadaja kojeg
promatramo u vremenu. Zbog svoje sfrukture i svojstava te primjene u razlicitim
podru¢jima cine vazan dio fteorije vjerojatnosti. U kontekstu nezivotnog
osiguranja, posluzit ¢e nam kao opceniti model za proces ukupnog broja steta.
Odijeljck sadrzi pregled najvaznijin rezultata iz teorije obnavljanja. Nadalje,
isticemo specijalan primjer procesa obnavljanja - homogeni Poissonov proces.

Definicija 1.2.1. Neka je (W, : n > 1) niz nenegativnih, nezavisnih i jednako
distribuiranih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P). Dodatno,
pretpostavimo da nisu identicki jednake nuli: P(W,, < 0) = 0, P(W,,=0) < 1zan >
1. Niz (proces) obnavljanja T'= (T,,: n > 0) definiran je sa:

TOZO,Tn:W1+W2++Wn7TL21

Proces N = (N(t)):>o definiran sa N(t) = #{i > 1 : T; < t}, t > 0 naziva se brojeci
proces obnavljanja.

Slucajne varijable T; i W; predstavljaju vremena obnavljanja i meduobnavljanja,
odnosno U nezivotnom osiguranju, vremena dolazaka i medudolazaka Steta.
Istaknimo vezu izmedu procesa obnavljanja T i pripadnog brojec¢eg procesa N
sliedecim relacijoma:

Tne <t <Tn@)+1, (1.11)
{N(@t)=n}={T, <t <Ty41}, n>0. (1.12)

Polazni primjer procesa obnavljanja je homogeni Poissonov proces kojega smo
proucili u prethodnom odjeliku. Dokaz sliedeceg teorema moze se pronaci u [6,
str. 22-25].

Teorem 1.2.2. Neka su brojeci proces N = (N(t)):>oi iz obnavljanja T'= (T,: n >
0) dani sa:
Nt)=#{i>1:T;<t},t >0,

To=0,T,=Wi+Wao+---+Wy,n>1,

gdje su slucajne varijable W;, za i =1, 2, ..., nezavisne i jednako distribuirane s
eksponencijalnom razdiobom s parametrom A > 0. Tada je N homogeni
Poissonov proces s infenzitetom .

Homogeni Poissonov proces je brojeli proces obnavljanja gdje su sluc¢ajne
varijable W; eksponencijalno distribuirane. Nadalije, u tom sluCaju N(t) ima
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Poissonovu distribuciju. Opcenito, distribucija N (t) nije poznata, stoga su sliededi
rezultati od velike vaznosti. Za njihovo razumijevanje kljucni su granicni teoremi iz
teorije mjere [14, sir. 44-47] te fundamentalni teoremi iz teorije vjerojatnosti [1, str.
416, 57].

Lema 1.2.3. iMoo N(t) = 00 g.s.

Dokaz. Slijedi iz Cinjenice {N(t) > n} ={Th41 <t} iT,41 < 0 g.s.

Teorem 1.2.4. (Jaki zakon velikih brojeva za brojecéi proces) Pretpostavimo da
je p:=EW; <ocog.s. Tadaje:

. N@t) 1
lim —= = — g.s.
t—oo ¢t o

Dokaz. Po jakom zakonu velikin brojeva vrijedi:

lim &:ug.s. (1.13)
n—oo N
Iskoristimo sada relaciju (1.11):
TN(t) < t < TN(t)+1 N(t) + 1
N({) — N(t) N@#)+1 N(®)
Pustimo t — oo i uvazavajudi (1.13) ilemu 1.2.3 dobivamo:

(1.14)

. t
tll_)rYgCW:ug.s. (1.15)

Slicno kao gornji pokazani rezultat, sliededi rezultat govori da se i prosjecni
ocekivani broj obnavljanja, odnosno dolazaka Steta, asimptotski ponasa kao 1/
w([8, str.191]):

Teorem 1.2.5. (Elementarni feorem obnavljanja) Neka je p :=E(WW;) < co. Tada je:
lim EN() = l

t—o0 t 7

Istaknimo jos rezultat o asimptotskom ponasanju varijance broje¢eg procesa
(dokaz u literaturi [4, str. 56-59]):

Propozicija 1.2.6. Neka je p:=E(W;) i o%:= Var(W;) < co. Tada je:

2
im Var(N(t)) _o
t—o0 t /~L3
Pregled klju¢nih koncepata feorije obnavljanja zavrsavamo definicijama
funkcije obnavljanja i jednadzbe obnavljanja koje ¢e se pokazati korisnim
alatom u posliednjem poglavlju.
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Definicija 1.2.7. Neka je T'= (T}, : n > 0) niz obnavljanja i N = (N(t)):>o pripadni
brojeci proces obnavljanja. Funkcija obnavljanja dana je sa: U(t) = EN(¢).

Uz oznake kao u definiciji 1.2.1, neka je F funkcija distribucije slucajnih varijabli
W;, i > 1. Uz pomoc¢ svojstava nenegativnosti, nezavisnosti i jednake
distribuiranosti slucajnih varijabli W; dobivamo sliedecu relaciju:

U(t) = EN(t) = Ei Lir, <y = i P(T, < t) = i Fre(1). (1.16)

Definicija 1.2.8. Neka je F': R — [0, oo) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija
takva daje F(t) =0zasve t < 0te lim;. F (t) = F (o0) < co. Nadalje, neka je z:
R — R Borelova funkcija takva daje z(t) = 0 za sve t < 0. Jednadzba obnavljanja

je konvolucijska jednadzba oblika:
t
Z(t) = 2(t) +/ Z(t —x)dF(x), t>0.
0

Funkcija Z : [0, co) — R je nepoznata funkcija koja se frazi. Krace piSemo: Z =z + Fx Z.Na
kraju dajemo rezultat o egzistenciji i jedinstvenosti rieSenja jednadzbe obnavljanja [15, str.
94, 100-101].

Teorem 1.2.9. Neka je z: R — R lokalno ogranic¢ena funkcija takva da je 2(t) = 0 za sve

t < 0. Nadalje, neka je F neopadaju¢a, zdesna neprekidna funkcija takva daje: F(x) <1,
F(0-) =0, F(0) < 1tenekaje U(t) = .., F™*(t) za ¢t > 0. Tada je z + U * z jedinstveno
lokalno ograni¢eno riesenje jednadzbe obnavljanja:

Z=z+FxZ.

2. PROCES UKUPNOG IZNOSA STETA

U prethodnom poglavlju uveli smo pojam procesa ukupnog broja steta te smo
naveli i opisali najvaznija svojstva matematickin modela za taj proces. Za
osiguravaju¢e drustvo nije bitan samo podatak o ukupnom broju Steta do
odredenog frenutka t, nego i ukupni iznosi Steta X; do frenutka t. Iznosima Steta
posvecuje se posebna paznja s obzirom da uzrokuju odliev sredstava te time
predstavljaju rizik za osiguravajuc¢e drustvo. Stoga, definiramo proces S =
(S(t))¢>0 kojega nazivamo proces ukupnog iznosa Steta:

N(t)

St) =Y X
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Pretpostavljamo sliedece:

(1) Iznosi Steta X, su nenegativne, nezavisne i jednako distribuirane sluCajne
varijable.

(2) Proces ukupnog broja Steta N = (N(t));>onezavisan je od niza {X;:i > 1}.

Postavlja se pitanje koji su modeli realisticni za opis iznosa Stete X;, da nisu
wprevise” komplicirani, ali da nam ujedno pruzaju dovoljno informacija. Stoga,
na pocetku ovoga poglavlja dajemo pregled najcescih distribucija iz aktuarske
prakse te istiCemo njihova najvaznija svojstva. Zatim, navodimo i pokazujemo
asimptotfska svojstva procesa S kada je N proces obnavljanja te na temelju tih
rezultata dajemo pregled principa racunanja premija u osiguranju.

2.1 Distribucije v teoriji rizika

Obicno je prvi korak u aktuarskoj praksi, pri analizi podataka, odluciti se izmedu
razlicitih  familija vjerojatnosnih distribucija. U ovom dijelu napravit ¢emo
najces¢u podijelu distribucija na distribucije lakin i teskin repova. Pri tome
uzimamo eksponencijalnu distribuciju kao prirodnu granicu izmedu ovih klasa.
Unutar klase distribucija teskog repa navodimo dvije podklase: regularno
varirajuce i subeksponencijalne distribucije.

Definicija 2.1.1. Neka je s F zadana distribucija. Oznacimo sa F (z) =1 — F (z) za
x >0, rep distribucije F'. Kazemo daje F':

(1) lakog repa ako je:

F(x)

o < 00 za neki A > 0.
67(13

limsup

T—r00

(2) teSkogrepa ako je: B
F(z)

liminf >0 zasve > 0.

z—00 e~

Standardni primjeri distribucija lakog repa su dobro poznate eksponencijalna,
gamma i normalna distribucija. Istaknimo kako se u aktuarskoj literaturi takve
distribucije nazivaju distribucijama malih steta. Klasicna matematika nezivotnog
osiguranja upravo je bila koncentrirana na ove distribucije zbog pozelinih
svojstava, primjerice nalaze se u eksponencijalnoj familiji distribucija i na njih
mozemo primijeniti standardne metode procjene parametara. Njihovom
eksponencijalnom fransformacijom dobivamo distribucije teskog repa: log-
gamma i log-normailnu, 1j. ako je X ~ N(u, 0?), tada je Y= eXlog-normalna.
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Primjer 2.1.2. (Distribucije teskog repa)
(1) Jednoparametarska Pareto distribucija, oznaka Par(«):
— 1
Flz)=—, a>0,z>1.
x(

(2) Dvoparametarska Pareto distribucija, oznaka Par(a, k):

_ O\

(3) Burrova distribucija, oznaka Bur(a, k, 7):

_ k “

F(m)z( ), a>0,k>0,7>0,2>0.
k+ a7

Regularno varirajuce distribucije

Log-gamma, Paretova i Burrova distribucija primjeri su regularno varirgjucinh
distribucija, stoga dijele neka zajednicka svojstva koja navodimo u nastavku.

Definicija 2.1.3. Neka je L pozitivna, izmjeriva funkcija na (0, co). Kazemo da je L
sporo variraju¢a u +oc ako vrijedi:

im 2

A (@) , zasvec>0.

Neki od primjera sporo varirajucih funkcija su: konstante, logaritmi i potencije
logaritama. Svaka sporo variraju¢a funkcija u +oo ima sliedecu reprezentaciju [7,

str. 17-19]:

L(z) = co(x)exp{ / 4 e(tt)dt}, za neki zg > 0,2 > xq, (2.1)

gdje e(t) — 0 kada t — oo i ¢o(t) je pozitivna funkcija za koju vrijedi da ¢y(t) — co, o
je pozitivna konstanta. Koristeli tu reprezentaciju pokaze se da za svaki § > 0
vrijedi:

im 2@ _ o i im L) = .

T—00 1‘6 r—00
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Definicija 2.1.4. Neka je L sporo variraju¢a funkcija u +oo.

(1) Za svaki ¢ € R kazemo da je funkcija
f(z) =2°L(z), x>0,
regularno variraju¢a s indeksom 4.

(2) Pozitivna sluCajna varijabla X i njezina distribucija su regularno varirajuce s
indeksom

a >0 ako je: B
F(z)=P(X >z)=L(x)z™“, x>0.

Regularno variraju¢e distribucije imaju jako teske repove, stoga nam u osiguranju
sluze za modeliranje velikih steta. Poznato je da, ukoliko je X regularno variraju¢a

s indeksom «a > 0, tada:
EX5 _ {"‘OO7 o> «,

< oo, 0<a.

Gorniji rezultat direktna je posliedica reprezentacije sporo variraju¢e funkcije u +oo
(2.1) i rezultata o integralima regularno variraju¢in funkcija [7, str. 17, 19-21].
Postavlja se pitanje, ukoliko Stete u osiguranju modeliramo regularno variraju¢im
distribucijama, kako to utjeCe na njihovu sumu, odnosno na ukupan iznos steta. O
tome govori sliededi rezultat.

Propozicija 2.1.5. Neka su X3, X,, . . ., X, nezavisne, jednako distribuirane
regularno varirajuce s indeksom « > 0 slucajne varijable s funkcijom distribucije F'.
Neka je S, = X1+ X+ X, i M, = mOX(Xl, Xoyoun, X").

Tada je S, regularno varirajuca s indeksom ai vrijedi:

im IP’(S£> x) _ im P(S, > x)

=1.

Dokaz. Uvedimo oznaku o(1) za funkciju h(z) za koju je lim,_, h(z) = 0. Propoziciju
pokazujemo za n = 2. Opceniti slucqj slijedi analogno. Neka je G(z) = P(X; + X3 <
x). KoristeCi { X1 + Xo> 2} D {X1 > 2} U {Xy> z} slijedi:

G(r) > 2F(x)(1 —o(1)). (2.2)
Uzmimo sada 0 < § < 1/2, tada iz
{Xi+Xo>z2}Cc{X1 >0 -0z U{Xs> (1 -9z} U{X; >0z, Xy >z} (2.3)
slijedi:
G(z) <2F((1 - 6)z) + F(dz)F(6x) = (2?((1 — 6)1:)) (1+0(1)). (2.4)
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Sada pomocu relacija (2.2) i (2.4) dobivamo:

1 < timinf S < imsup @) gy (2.5)

Pustanjem ¢ — 0 slijedi tvrdnja. Istaknimo jos kako jezan > 2 iz — o
P(M,>2)=1-P(X; <z, Xo<uz,.... X, <z)=1-—F"(2)

— — 2.6
= (1—F(m))ZFk(ac) =nF(z)(1+0(1)). (2:6)
k=0

Time je propozicija dokazana.

Zakljucimo, pod pretpostavkom regularne varijacije, rep distribucije maksimuma
iznosa Steta odreduje rep distribucije ukupnog iznosa steta.

Subeksponencijalne distribucije

Gornja propoziciia nam je motivacija za definiranje vece klase distribucija
teSkog repa koje zovemo subeksponencijalne distribucije. Skup svih
subeksponencijalnih distribucija oznacavamo sa S.

Definicija 2.1.4. Pozitivna sluCajna varijabla X i njezina distribucija su
subeksponencijalne ukoliko za niz {X; : i > 1} nezavisnih i jednako distribuiranih
slucajnih varijabli s istom distribucijom kao X vrijedi:

im P(S,, > x)

————— =1 zasven>2.
z—oo P(M,, > x) "=

Primjer subeksponencijalne distribucije koja nije regularno varirgju¢a je
Weibullova distribucija s parametrimac>0i0 <7< 1:

F(z)=e", z>0.
Neka svojstva subeksponencijalne familije distribucija dana su sliedecom
propozicijom. Dokaz je dan u [3, sir. 41-42].

Propozicija 2.1.7. (Osnovna svojstva subeksponencijalnih distribucija)Neka je
Fes.

(1) Za svakiy > 0 vrijedi: T
im F@ -y (2.7)

(2) Za svakie > 0, e*F(x) — oo kada z — oo.

(3) Za dani e > 0 postoji konstanta K takva da za svakin > 2 vrijedi:

Pﬁzingu+@m 2> 0. (2.8)

Istaknimo nekoliko vaznih komentara koiji slijede direkino iz gornje propozicije. Iz
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prvog dijela propozicije uoCimo kako repovi P(X > z) i P(X + y > x) nisu
znacajno razliciti za veliki x i bilo koji fiksan y > 0, 1j.

PX>z+y) PX>z+y, X >2)
= =P(X X 1.
P(X > 7) P(X > ) (X >z +y|X>2) =

Dakle, u osiguranju, ako stete poprime veliku vrijednost z, vrlo je vijerojatno da
¢e poprimiti jo§ vecu vrijednost x+y. Nadalje, drugi dio propozicije opravdava
ime subeksponencijalne klase distribucija. Rep subeksponencijalne distribucije
pada sporije u nulu od bilo koje eksponencijalne funkcije e=<*za e > 0. Vrijedi:

E(eEX) > E(eex]l(ym)) >eYF(y), y>0.

Sada, ukoliko je F e S, propozicija 2.1.7 poviaci E(eX ) = oo za sve € > 0. Za krqj
ove diskusije, istaknimo kako subeksponencijalne distribucije imaju veliku ulogu
u teoriji ekstremnih vrijednosti. Njihova vaznost u osiguranju je modeliranje
velikin Steta i zapravo se kaze da su sinonim za distribucije teskog repa. Vise
rezultata o regularno varirajucim i subeksponencijalnim distribucijama moze se
pronaciu [3]i [7].

2.2 Model obnavljanja

U ovom dijelu fokusiramo se na osnovna svojstva procesa ukupnog iznosa steta
kojega smo definirali u uvodnom dijelu i oznacili sa S. Istaknimo kako smo u
prethodnom poglavlju opisali dva modela za proces ukupnog broja steta -
homogeni Poissonov proces i proces obnavljanja. Stoga, ako proces N
modeliramo homogenim Poissonovim procesom, tada govorimo o Cramér-
Lundbergovom modelu za S. Model je dobio ime po Svedskim matematicCarima
Haraldu Craméru i Filipu Lundbergu koji se smatraju osnivacima teorije rizika.
Rezultate u ovom dijelu izvest ¢emo pod pretpostavkom da je N brojeci proces
obnavljanja, odnosno pod prefpostavkom modela obnavljanja za S. Naravno,
svi dobiveni zakljucci vrijedit ¢e i u posebnom slucaju Cramér-Lundbergovog
modela s obzirom da smo istaknuli da je homogeni Poissonov proces specijalan
slucaj broje¢eg procesa obnavljanja.
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Slika 2.1: Tragjektorija procesa S gdje je N standardni homogeni Poissonov proces
i X;~Par(1)

S(t)
20

|

!

15

10

Jedno od najvaznijin pitanja u osiguranju je pitanje ,velicine” od S(t). Ta
informacija je potrebna osiguravaju¢em drustvu u odredivanju premija koje

pokrivaju gubitke predstavljene procesom S. Idealno bi bilo znati distribuciju od
S(t). Stoga, neka je ¢t > 0 fiksan i

G(z) =P(S(t) < z). UoCimo da vrijedi:

o0

P(S(t) <@) =) P(S(t) <@ N(t) = n). (2.9)

n=0
Nadalje, uz F(z) = P(X; < z), slijedi:
P(S(t) <z, N(t)=n) =P(S(t) <z |N(t) =n)P(N(t) =n)

— P(in < x> P(N(t) = n) = F™ (z)P(N(t) = n). (2.10)
i=1
Sada uvrstavanjem relacije (2.10) u (2.9) slijedi:
Gla) = F"™(@)P(N(t) = n). (2.11)

Vidimo da nam je za odredivanje distribucije od S(t) potrebno znati i distribuciju
od N(t). Medutim, napomenuli smo da je u opcenitom slucaju distribucija
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broje¢eg procesa obnavljanja nepoznata. Cak i ako je znamo, kao u sluéaju
homogenog Poissonovog procesa, dodatni problem stvara konvolucija F™* koja
ne postoji u zatvorenoj formi za distribucije Steta koje su nam od velikog znacaja
kao §to su Paretova i log-normalna distribucija. Stoga ¢emo, na ovom mijestu,
dati pregled granicnih rezultata za S(t). Klju¢nu ulogu imaju granicni teoremi
teorije obnavljanja.

Propozicija 2.2.1. Neka je N brojedi proces obnavljanja. Kao i prije, neka su W;
vremena medudolazaka Steta.

(1) Pretpostavimo da je EW; := u < 00 i EX; < co. Tada je:

. E
lim & — %
t—00 t "

(2) Pretpostavimo da je Var(W;) < oo i Var(X;) < co. Tada je:

jim YartS®) _ 1 (Vor(Xl) + Var(Wy) GEXl)Q).

t—o0 t 12 MQ

U Cramér-Lundbergovom modelu gornje relacije svode se na identitete za svaki
t>0:

2
ES(t) = tEXl, Var(S(t)) = (2D
7 I
Dokaz. (1) Iz Cinjenice da je N nezavisan od X; i jednake distribucije slucajnih

varijabli X; imamo sliedece:

N(t) oo
E(S(t)) = E[}E( > X”N(t))] => E

n=0

> Xi|N(t) = n] P(N(t) = n)

i=1

! (2.12)
=Y nEXiP(N(t) = n) = EN(t)EX;.
n=0

Sada tvrdnja slijedi dijelienjem relacije (2.12) sa ¢ i pustanjem limesa ¢ — oo uz
koristenje tvrdnje Elementarnog teorema obnavljanja (Teorem 1.2.5).

(2) Uocimo daje:

N(t) N(t)
Var| Y X;| N(t)} =) Var(X;| N(t)) = N(t)Var(Xy | N(t)) = N(t)Var(Xy),
=1 =1
N(t)
E

> Xi| N(t)] = N(t)EX;.
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Sada racunamo Var(S(t)):

Var(S(t)) = E[N(t)Var(X;)] + Var(N (t)EX;)

) (2.15)
=EN(t)Var(X;) + Var(N(t))(EX;)~,

gdje smo koristili relacije (2.13), (2.14) i formulu:
Var(S(t)) = E[Var(S(t) | N(t))] + Var[E(S(t) | N(t))]. (2.16)
Sada tvrdnja slijedi dijelienjem relacije (2.15) sa ti pustanjem limesa ¢t — oco Uz

koristenje tvrdnje Elementarnog teorema obnavijanja i asimptotskog
rezultata za varijancu brojec¢eg procesa (Propozicija 1.2.6).

Teorem 2.2.2. Neka je N brojeci proces obnavljanja.

(1) (Jaki zakon velikih brojeva) Pretpostavimo da je EW; := u < oo i EX; < oo.
Tada je:
lim —=

S(t)  EX,
t—oco i
(2) (Centralni granicni teorem) Pretpostavimo da je Var(WW;) < ooi Var(X;) < oo.
Tada je:

i p (S(t) —ES(t)

< x) =®(x), zeR,
Var(S(t))

t—00

gdje je @ funkcija distribucije standardne normalne razdiobe.

Principi racunanja premija

Sada dajemo pregled teorijskih principa racunanja premija koji se najcesce
spominju u aktuarskoj literaturi. Motivacija su nam prethodni rezultati gdje smo
pokazali da u modelu obnavljanja ocCekivanje i varijanca ukupnog iznosa Steta
rastu ugrubo linearno za veliki ¢. U praksi, osiguravajuca drustva prilikom
racunanja premija uzimaju u obzir i neke druge faktore, npr. iznos premija njihove
konkurencije, sto je izvan okvira ovog teksta. Oznacimo sa p(t) ukupni dohodak

od premija do frenutka ¢. Neka pozeljna svojstva od p(t) su sliedeca:
(1) Nenegativan dodatak: p(t) > ES(t).
(2) Konzistentnost: Premija za S(t) + c je p(t) + c.

(3) Aditivnost: Za nezavisne Si(t) i Se(t) s pripadnim premijama py(t) i pa(t),
premija za Si(t) + Sa(t) je p1(t) + pa(t).
(4) Homogenost: Neka je ¢ > 0, premija za ¢S(t) je ep(t).
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Principi:

(1) Neto princip: pnet(t) = E(S(t)). Premija pokriva oCekivani gubitak. U literaturi
se jos naziva fer trzisna premija. S ekonomskog stajalista nije pozeljan princip
jer osiguravaju¢e drustvo ne ostvaruje profit. Stovise, zanemarena su
odstupanja gubitka od njegovog ocekivanja sto se moze nepovolino
odraziti na osiguravajuce drustvo.

(2) Princip oCekivane vrijednosti: ppy (t) = (1 + 0)ES(t), za neki 6 > 0 kojeg interp-
retiramo kao stopu zarade. S obzirom na izvedene asimptotske rezultate u
modelu obnavljanja jasno je da vedi § pruza vedu sigurnost osiguravajucem
drustvu. S druge strane ,prevelik” 6 Cini osiguravajuce drustvo manje
konkurentnim.

(3) Princip varijance: pyq(t) = ES(t) + aVar(S(t)), za neki o > 0. U modelu
obnavljanja ovaj princip je ekvivalentan principu ocCekivane vrijednosti u
asimptotskom smislu. Uz pomoc¢ proporziciie 2.2.1 pokaze se da omijer
premija po ovim dvama principima konvergira prema pozitivnoj konstanti
kada t — oc.

(4) Princip standardne devijacije: psp(t) = ES(t) + ay/Var(S(t)) . za neki « > 0.
Motivacija za ovaj princip je cenfralni granicni teorem u modelu
obnavljanja (Teorem 2.2.2) kojim se pokaze da kada t — oo, P(S(t) — psp(t)
< xz) = ®(a) za z € R, gdje je @ funkcija distribucije standardne normaine
razdiobe. Naddlje, iz propozicije 2.2.1 slijedi da pye(t)/psp(t) — 1 kada t —
0.

Istaknimo na kraju kako samo neto princip zadovoljava sva Cetiri gore navedena
svojstva.

3. TEORIJA PROPASTI

Nakon $to smo proucili proces ukupnog broja steta i proces ukupnog iznosa
Steta, sada smo spremni istraziti osnovne koncepte teorije propasti. Znamo da
priiev sredstava osiguravaju¢eg drustva cCine premije koje uplacuju njegovi
osiguranici, a odljev sredstava Cine isplate Steta ukoliko nastupi osigurani slucai.
Cilj osiguravajuceg drustva je da bude u moguénosti, u svakom trenutku, pokriti
svoje obveze. Stovise, pozelino je da premije premasuju isplate steta kako bi
osiguravaju¢e drustvo imalo prostora za zaradu. Stoga, glavni fokus teorije
propasti je proces rizika R = (R(t));>o definiran sa:

R(t) =k +p(t) — 5(1),

gdje je k > 0 poCetni kapital, p(t) ukupan iznos premija do trenutka ¢ i S(t) ukupan
iznos Steta do frenutka t. Istaknimo kako je pocetni kapital zakonski propisan od
strane regulatora zaduzenog za nadzor trzista osiguranja. Pretpostavit cemo da
su premije dane linearnom funkcijom p(t) = ¢t za ¢t > 0, gdje je ¢ > 0 stopa premije.
Nadalje, za proces ukupnog iznosa steta S = (S(t)):>o pretpostavijomo model
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obnavljanja. Poglavlje je podielieno na Cetiri dijela. Za pocCetak, navodimo
osnovne pojmove i pretpostavke. U nastavku pokazujemo Lundbergovu
nejednakost koja nam daje gornju ogradu za vjerojatnost propasti. Zatim, glavni
dio poglavlja Cini vijerojatnost propasti i njezina eksponencijalina aproksimacija u
Cramér-Lundbergovom modelu.

3.1 Uvodni pojmovi

Na ovom mijestu prisjetimo se notacije i pretpostavki koje smo uveli u prethodnim
poglavljiima. Proces ukupnog broja steta N = (N (t)),>odan je sa:

N(t)=#{i>1:T,<t},

gdje su T; vremena dolazaka Steta, a W; = T; — T;_; vremena medudolazaka
Stetazai=1,2,...,uz konvenciju Ty = 0. Vremena medudolazaka $teta su
nezavisne, jednako distribuirane, nenegativne sluCajne varijable. Proces
ukupnog iznosa steta S = (S(t))>o dan je sa:

S(t) = Z X,

gdje su iznosi Steta X; nenegativhe, nezavisne i jednako distribuirane sluCajne
varijable. Pretpostavljamo da su nezavisne od N.

Definicija 3.1.1. (Propast, vrijeme propasti, vierojatnost propasti)

(1) Propast je dogadaj T = {R(t) < 0 za nekit > 0}.
(2) Vrijeme propastije 7 =inf{t > 0: R(t) < 0}.
(3) Vjerojatnost propastije (k) =P(T | R(0) = k) =P(r < o0), k> 0.
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Slika 3.1: Trgjekforija procesa rizika gdje je N standardni homogeni Poissonov
proces, X;~Exp(1/15), k = 50i ¢ = 16.
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Primijetimo da slucajna varijabla 7 nije nuzno realna jer moze poprimiti vrijednost
oo s poztivnom vjerojatnos¢u. Nadalje, uvjetna vjerojatnost u definiciji
vjerojatnosti propasti iskazuje ovisnost vierojatnosti propasti o pocetnom kapitalu
k > 0 koji je konstanta. Nije tesko uociti kako je propast moguca samo u
frenutcima T; za neki i > 1, s obzirom da u svakom intervalu [T;, T;41) proces R
raste linearno. Obicno se niz (R(T;))i,1 naziva kosturni proces procesa R. Na

temelju ovoga razmatranja imamo sliedece:

T = J{R(t) <0} = {igER(t) < 0} = {jlr;flR(Tn) < o}

t>0

_ {jgfl (k +p(Ty) — S(Tn)) < 0}
= {er;fl <k’+CTn —iXZ) < 0}.

i=1

Uvedimo sada sliedece oznake:
Yn:anan, Zn:Y1+}/2+"'+Yn7 nzla ZOZ

Uzimajuciu obzirdaje T,, = Wy + Wa + - - - + W,, za n > 1 imamo:
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T = { inf(k—Z,) <0},
n>1
odnosno

(k) = ]P( inf(=Z,) < —k) = P(sup Ly > k:)
n>1 n>1

Vidimo da je odredivanje vjerojatnosti propasti ekvivalentno problemu
vierojatnosti da supremum sluCajne Setnje Z,, prijede nivo k. Za pocetak,
pogledajmo u kojim slu¢ajevima se propast dogada s vjerojatnoscu 1.

Propozicija 3.1.2. Pretpostavimo da je EW; < oo i EX; < oco. Ukoliko je EY; > 0,
tada za svaki fiksni & > 0 vrijedi (k) = 1.

Dokaz. Primijetimo prvo da je EY;=EX;— cEW; < co. Nadalje, slucajna Setnja
(Zn)n>1zadovoljava jaki zakon velikih brojeva:

é % EY;, n — oo.

n

U slucaju kada je EY; > 0, slijedi da Z,, 3 400, odnosno (k) = 1. Za slucaj kada je
EY; = 0 koristimo rezultat iz teorije slucajnih Setnji (vidi [12, sfr. 155]) koji kaze da za
g.s. w postoje podnizovi (ng(w)) i (mi(w)) takvi da Z,, (w) = o0 i Z,,, (w) — —oc.
Ponovo dobivamo da je ¢(k) = 1.

Iz gornje propozicije zaklju¢ujemo da osiguravajuc¢e drustvo, kako bi izbjeglo
propast koja se dogada s vierojatnoscu 1, tfreba odrediti premiju p(t) tako da je
EY; < 0. Taj uvjet nazvat c¢emo uvjet neto profita. Za ilustraciju pogledajmo
sliededi primjer.

Primjer 3.1.3. (Uvjet neto profita i racunanje premija) Pretpostavimo Cramér-
Lundbergov model za S. Iz propozicije 2.2.1 znamo da je:

EX
ES(t) =t Nl, = EW;.

Ako premiju raCunamo po neto principu p(t) = ES(t) dobivamo da je ¢ = EX;/u.
Tada je EY; = 0 te iz prethodne propozicije zakljucujemo da je u tom slucaju (k)
= 1. Tqj rezultat skladu je s intuitivnim razmatranjima o neto principu iz
prethodnog poglavlja. Pretpostavimo sada da premiju raCunamo po principu

oCekivane vrijednosti:
p(t) = (1 + 6)ES(t), 6 > 0.

Dobivamo da je stopa premije tada jednaka:

EX
c= (146021
1
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Tada je uvjet neto profita zadovoljen jer je EY; < 0.

3.2 Lundbergova nejednakost

U ovom dijelu izvest c¢emo gornju ogradu za (k) koja se u literaturi naziva
Lundbergova nejednakost. Pretpostavijamo model obnavljanja za Si uvjet neto
profita. Prije samog rezultata trebaju nam dodatne pretpostavke. Za pocetak,
prisjetimo se definicije funkcije izvodnice momenta sluCajne varijable.

Definicija 3.2.1. Neka je X slucajna varijabla. Pretpostavimo da postoji hg > 0 takav da je
E(th> < oo zasve h € (—hg, hg). Funkcija mx : (—ho, ho) — R definirana sa:

mx (h) := E(ehx)

naziva se funkcija izvodnica momenta od X.

Dobro poznato svojstvo funkcije izvodnice momenta iz teorije vjerojatnosti je da
ima derivacije svakog reda i da vrijedi mx ™(0) = E(X") za n > 1. U nastavku
pretpostavljamo da funkcija izvodnica momenta slucajne varijable Y; postoji, sto
povlaci postojanje funkcije izvodnice momenta iznosa Steta X;. Primijetimo kako
iz propozicije 2.1.7 slijedi da ova pretpostavka ne vrijedi za subeksponencijaine
distribucije. Dakle, daljnju analizu ogranicavamo na ,,distribucije malih steta.”

Propozicija 3.2.2. Pretpostavimo da postoji 0 < hy < oo takav da je my, (h) < oo za
h < hyilimy_p, my, (h) = co. Tada postoji jedinstven r > 0 takav da je my, (r) = 1.
Nadalje, r se naziva koeficijent prilagodbe ili Lundbergov koeficijent.

Dokaz. Oznacimo sa f(h) = my, (h) za h € (—ho, hg), ho > 0. Primijetimo prvo da je
f(0) = 1. ZIbog uvjeta neto profita vrijedi: f(0) = EY; < 0, $to zajedno s
neprekidnos¢u od fpovlaci da fstrogo pada na nekoj okolini oko nule. Nadalje,

f"(h) =E(Yi?exp{hY1}) > 0zbog Y1 ~ 0 g.s. Iz toga zakljuCujemo da je f
konveksna. Sada uz pomoc¢ pretpostavke da je limy,_,, my, (h) = oo slijedi tvrdnja.

Teorem 3.2.3. (Lundbergova nejednakost) Pretpostavimo model obnavljanja
za S, uvjet neto profita i postojanje Lundbergovog koeficijenta r > 0. Tada za
svaki k > 0 vrijedi:

P(k) < e Tk,
Dokaz. Uvedimo oznaku:

Y (k) = IP’(lrQ_c<1x Z;>k)=P(Z;,>kzanekiie {1,2,...,n}). (3.1)
Primijetimo da «,,(k) — ¥ (k) kada n — oo za svaki k > 0. Stoga je dovoljno pokazati
da:

Yn(k) <e ™, ¥n>1,k>0. (3.2)
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Gornja relacija dokazuje se indukcijom po n za svaki k& > 0.

Primjer 3.2.4. (Lundbergova nejednakost za eksponencijalno distribuirane Stete)
Pretpostavimo Cramér-Lundbergov model za S, odnosno neka je N homogeni
Poissonov proces s intenzitetom A. U tom sluCaju znamo da su W; ~ Exp(A).
Nadalje, neka su X; ~ Exp(). Funkcija izvodnica momenta slu¢ajne varijable A ~
Exp(a) dana je sa:

ma(h) :/ ehtae= " dr = a/ eh=)zdy — W a ae(h_“)'r ZO == a4 W h<a. (3.3)
0 0 - -

Sada mozemo odrediti funkciju izvodnicu momenta slu¢ajne varijable Y; = X; —
cWh:

_ e A _
my, (h) = mx, (h)mew, ( h)_w—h/\+ch’ - < h <. (3.4)
Uvjet neto profita je zadovoljen ukoliko je EY; = EX; — cEW; < 0, odnosno:
EX, A
EWl = ; < c. (35)
Pod ovim uvjetom postoji jedinstveno pozitivno riesenje jednadzbe my, (h) = 1:
Y A+ch c
T=h = *1+hX’ (3.6)
i dano je sa (Lundbergov koeficijent):
r=7—%>0. (3.7)

U sluCaju raCunanja premije po principu oCekivane vrijednosti, iz primjera 3.1.3
dobivamo:

- EX; A
c=(+0) gy _(1+9)7. (3.8)
Sadaje
T S
[ i (3.9)

Zakljucujemo da u ovom primjeru Lundbergova nejednakost poprima oblik:

w(k)gexp{—lfek}, k> 0. (3.10)

3.3 Vjerojatnost propasti u Cramér-Lundbergovom modelu

U cijelom ovom dijelu pretpostavijat ¢emo Cramér-Lundbergov model za S.
Intenzitet homogenog Poissonovog procesa N oznacit ¢emo sa A. Nadalje,
pretpostavljamo uvjet neto profita kojega c¢emo izraziti preko principa ocekivane
vriiednosti kao u primijeru 3.1.3:
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odnosno
0

= -1
CEXl > 0,

gdje smo parametar 6 > 0 iz principa ocekivane vrijednosti interpretirali kao stopu

zarade ili, mozemo redi, da je to dodatak za sigurnost. Dodatno, uvodimo pojam
vjerojatnosti opstanka (vjerojatnost prezivljenja):

o(k) =1 —v(k), k> 0.

Cilj nam je izvesti integralnu jednadzbu za ¢ te na primjerima pokazati kako je
mozemo primijeniti na racunanje vjerojatnosti propasti u Cramér-Lundbergovom
modelu [6, str. 167-169].

Teorem 3.3.1. (Fundamentalna integralna jednadzoa za vjerojatnost opstanka)
Pretpostavimo Cramér-Lundbergov model za S i uvjet neto profita te EX; < oo.
Nadalje, pretpostavimo da sluCajne varijoble X; imaju gustocu. Tada (k)
zadovoljava sliedecu integralnu jednadzbu:

1 b
o(k) = o)+ g |, P Wtk =)

Napomena 3.3.2. Oznacimo sa Fy, integrirani rep distribucije Fx,. odnosno

1
T EX,

~ yi
Fx, (y) /0 Fx, (2)dz, y>0.

Primijetimo da je F, funkcija distribucije jer Fx, (y) — 1 kada y — oo, s obzirom da je X; ne-
negativna slu¢ajna varijabla, pa je njezino ocekivanje dano sa EX; = f0°° Fx, (y)dy. Sada

pisemo:
1 k

p(k) = 0(0) + 10 ; o(k —y)dFx, (y).

Lema 3.3.3. Uz pretpostavke kao u teoremu 3.3.1 vrijedi: ¢(0) = 6(1 + )~ L.

Dokaz. Iz uvjeta neto profita i Cinjenice da Z,, — —oco g.s. sljedi da je sup,,~; Z, < oo g.s.
Stoga, p(k) — 1 kada k — oo. Uz pomo¢ napomene 3.3.2 i Lebesqueovog teorema o

monotonoj konvergenciji slijedi:

. 1 o ~
1= lim (k) = (0) + —— Im / Ly<uyp(k —y)dFx, (y)
[e’e) 0

1+9k—>oo
1 [
= — 1dF 3.11
¢(0)+1+90 dFx, (y) (3.11)
1
=0t g
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Uz oznaku g=1/(1+0)i (k) =1 — ¥ (k) dobivamo jednadzbu obnavljanja za ¢ (k):

k
B(k) = q(1 — Fx, (k) + / bk — 2)d(qFx, (2)). (3.12)

Primijetimo da je lim, .. (¢Fx, (z)) = ¢ < 1 i da pomoc¢u teorema 1.2.9 mozemo
rijesiti gornju jednadzbu. No, zbog jednostavnosti i sliedeceg vaznog primjera i
rezultata primijenit ¢emo Esscherovu transformaciju kojom ¢emo dobiti funkciju
distribucije u gornjoj jednadzbi. Definiramo:

F(z) := / e"d(qFx, (y)) = q / edFy, (y) = = / ¢VFx, (y)dy,  (3.13)
0 0 EXl 0
gdje je r Lundbergov koeficiient. Uocimo da je F () neopadaju¢a. Nadalje, po
definiciji Lundbergovog koeficijenta i parcijalnom integracijom pokaze se da kada
x — oo vrijedi:

q > YT —
—EXl/O eV Fx, (y)dy = 1. (3.14)

Zaklju¢ujemo da je F ) funkcija distribucije. Pomnozimo sada jednadzbu (3.12) sa
erk:

k
ehap(k) = g™ (1 — Fy, (k) + / BV (k — 2)e™d(gFx, (2)
0 (3.15)

k
_ qerk(l —FXl (kj)) _|_/ er(k—r)w(k_x)dF(T)(Z)_
0

Oznacimo sada sa z(t) == ge"*(1 — Fx, (1)) i U(t) := 300, F("™(t). Tada je po teoremu 1.2.9
rieSenje gornje jednadzbe obnavljanja dano sa:

e (t) = z(t) + (U x 2)(t). (3.16)

Iz gornjega primjec¢ujemo da vjerojatnost propasti nije eksplicitno dana. Medutim,
ukoliko pretpostavimo da su Stete eksponencijalno distribuirane, mozemo je
prilicno jednostavno izracunati. Pogledajmo to u sliedecem primjeru.

Primjer 3.3.4. (Vjerojatnost propasti u Cramér-Lundbergovom modelu s

eksponencijalno distribuiranim Stetama) Pretpostavimo da su X; ~ Exp(y).
lzracunajmo prvo z(t):

t
2(t) = ge™ [1 - ’y/ e_wdy] = qe""
0

1+ e_"’y‘t] = gelrMt,
0
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Iz primjera 3.2.4, gdje smo racunali Lundbergovu nejednakost za slucaqj
eksponencijalnih Steta, Lundbergov koeficijent jednak je (uz oznaku ¢=1/(1 + 6)):

r=——>=71-4q).

Sada racunamo F)(t):

t
FO@) = gy / =gy = O (=t _q) 2 e,
0 r=7

Zaklju¢ujemo da je F () funkcija distribucije eksponencijalne slucajne varijable s
parametrom ~ — r = vq. Sada uz pomoc¢ definicije funkcije obnavljanja (definicija
1.2.7) i relacije (1.16) funkciju U(t) mozemo interpretirati kao funkciju obnavljanja
U(t) = EN")(t) gdje je N homogeni Poissonov proces s parametrom ~q. Slijedi da
je U(t) = yqt. Konacno:

t
et (t) = gelr=t 4 / e 0y — o
0

Dakle, dobili smo vjerojatnost propasti ¢(t) = ge=", t > 0.

3.4 Aproksimacija vjerojatnosti propasti u Cramer-Lundbergovom
modelu

U prethodnom dijelu odredili smo vjerojatnost propasti u Cramer-Lundbergovom
modelu kada su Stete eksponencijalno distribuirane. Sada ¢emo opisati
jednostavnu metodu koja koristi taj rezultat kao aproksimaciju vjerojatnosti
propasti kada stete nisu eksponencijalno distribuirane. Neka je R(t) = k + ¢t — S(t)
proces rizika gdje pretpostavljamo Cramér-Lundbergov model za S, odnosno sa A
oznacavamo infenzitet homogenog Poissonovog procesa N.

Nadalje, neka je Fdistribucija Steta X; takva da su momenti up:= E[X1"] konacni
za n=1,2,3. Procesrizika R =(R(t))¢>0 aproksimiramo procesom rizika R (t)=

k+ct — S(t), gdje intenzitet homogenog Poissonovog procesa 0znacavamo sa A
Stete X; imaju eksponencijalnu razdiobu s parametrom 4. Vjerojatnost propasti za

proces rizika R dana je sa:

- - 1
k) = ge ", =—,
(k) =q 0

Sjetimo se da iz uvjeta neto profita imamo sliedece:

<

=71 -q).

Csh

E=(1+0)

)

2 >

odnosno

<
I

N
I

L=}
I
ol >

Rl >
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Sada je eksponencijalna, odnosno De Vylderova aproksimacija vjerojatnosti
propasti za proces rizika R dana sa:

D(k) = ﬂexp{ - (a - A)k} k> 0.
e ¢
Parametre (¢, A, 5

) dobivamo iziednac¢avanjem momenata procesa R i R. Prvo stavimo:
E[R(t)] = E[R(t)]

k+ct —ES(t) = k + & — ES(t).
Iz propozicije 2.2.1 slijedi da je ES(t) = Auit i ES(t) = M\t /7. Sada iz gornjega slijedi:

it
k+ct—/\u1t=k+5t—>\T,
iz Cega dobivamo da je

(3.17)
ERP WY (3.18)
Sliedeci uvjet je:
E|(R(t) - E[R(®)?| = E|(R() - E[R()])?],
koji je ekvivalentan )
Var(S(t)) = Var(S(t)).
Ponovo iz proporzicije 2.2.1 slijedi: 3
)\Ug = % (3]9)
Y
Konacéno, treci uvjet dan je sa:

koji je ekvivalentan

E[(S(t) - EIS()*] = E[(S() — EIS()])’]

Pomocu funkcije izvodnice momenta lako se pokaze da vrijedi:

E[(S(t) - E[S(t)])ﬂ — Aust.

(3.20)
Sada gornji uvjet glasi: .
Mg = 2 (3.21)
Y
Iz relacija (3.19) i (3.21) dobivamo parametre 5 i A
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(3.22)

Za ilustraciju ove aproksimacije pogledajmo sliededi primjer gdje cemo usporediti
tocne i aproksimativne vjerojatnosti propasti za razlicite k > 0.

Primjer 3.4.1. Pretpostavimo Cramér-Lundbergov model za S, gdje sa A
oznacavamo intenzitet homogenog Poissonovog procesa. Nadalje, neka su X; ~
I'(2,2) te stopa premije dana sa ¢ = 1.2X. Gustoca slu¢ajnih varijabli X; dana je sa:

f(z) =4ae ™ 2 >0,

a za momente w,, := E[X}] vrijedi sliedece:

~ T'(2+4n)
T

gdje I" oznacava gamma funkciju danu sa:
r'(p) :/ P~ te %dz, B >0.
0

Racunanjem momenata za n =1, 2, 3 pomocu gornjeg integrala dobivamo: u; =1,
us = 3/2, us= 3. Iz gornijih relacija (3.18) i (3.22) dobivamo parametre ¢, \i 4.

9hud  9AX 15D 27\

5\: = = —
2u§ 2 x 32 16’
~_3u2_3><1.5_§
v= U3_ 3 _27
A 9\ 53\
¢=c— — =12\ — —_—=
c=c )\ul—&—:y A /\—|—8 10

Sada je aproksimacija vjerojatnosti propasti dana sa:

- A D) 45 12

Kako bismo nasli to&nu vijerojatnost propasti u ovom primjeru, posluzit ¢e nam
Laplaceove fransformacije, koje se u nekim situacijama pokazuju izuzetno
korisnom tehnikom. Kratak podsjetnik na svojstva Laplaceovih fransformacija dan
je u [2, str. 138-139]. Sjetimo se sada vjerojatnosti opstanka ¢(k) = 1 — (k) i
teorema 3.3.1. Za vjerojatnost opstanka vrijedi sliedeca relacija:
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k
G0 = o) =% [ el =) (). (3.23

Primijenimo sada Laplaceove transformacije na gornju jednakost, pri cemu
oznaka f*oznacava Laplaceovu transformaciju funkcije f:

50" (5) = 9(0) = 29" (5) = S ()" (5), (3.24)
odnosno )
* _ cp
©*(s) = ML= () (3.25)
U nasem sluCaju f* dana je sa:
* >~ —Ssx —2x 4
fi(s) =4 ; e e P dr = CENSE (3.26)
Nadalje, iz leme 3.3.3 raCunamo ¢(0):
0 1
Sada iz uvjeta neto profita
=(1+ 0)% (3.28)
c= EW,’ .
uvazavajuc¢idaje ¢ = 1.20 i EX; = 1 slijedi:
1 1
Konacno, uz izostavljanje tehnickin detalja, imamo:
. 0.2\ 1/6)(2 + 5)?
o) = - WOBEIT 3a0)
1205 = A(1-4@2+5)2) S+ )
gdje su konstante C; = 0.2268 i Cy = 2.9399. Rastavljanjem na parcijalne
razlomke dobivamo:
Wi 1 _ 0.8518  0.0185
vs) = a1 T ir o (3.31)
Invertiranjem Laplaceovih transformacija slijedi:
(k) =1 —0.8518¢=1F 10.0185¢~ 2", (3.32)
odnosno
P(k) = 0.8518¢=“1F — 0.0185¢~ 2", (3.33)
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Tablica 3.1: Usporedba tocnih i aproksimativnih vrijednosti vierojatnosti propasti.

B (k) (k)

0 0.8333 0.8491
3 0.4314 0.4305
6 0.2185 0.2182
9 0.1107 0.1107
12 0.0560 0.0561
15 0.0284 0.0284
18 0.0144 0.0144

Summary: This thesis presents the basic concepts of risk theory that models two
sources of nonlife insurance uncertainty: how many claims an insured person will
report and what are the amounts of those claims. Accordingly, claim number
process and totfal claim amount process are defined. Together, these two
processes form a constitutive part of the risk process that monitors the relation
between premiums and claims paid. The paperis divided into three chapters. The
first chapter describes the basic properties of the mathematical models for the
claim number process homogeneous Poisson process and renewal process. The
second chapter provides an overview of the claim size distributions with particular
emphasis on heavytailed distributions regularly varying and subexponential
distributions. Furthermore, the chapter explains the basic model properties for
the total claim amount process CramérLundberg model and renewal model.
The last chapter presents the fundamental results of the ruin theory whose main
focus is the risk process.

Keywords: homogeneous Poisson process, renewal process, risk theory, risk
process, ruin theory, nonlife insurance
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