Sukladnost i sli¢nost trokuta — primjene u fizici

Predrag Novakovié!

Uvod

Upoznavanje svijeta koji nas okruZuje od najranijih dana temeljilo se zasigurno na
promatranju i proucavanju dostupnih oblika. Jedna od najjednostavnijih ravninskih formi
koju ¢ine tri nekolinearne tocke, jest trokut. Usvojena znanja o trokutu vrlo je lako
primijeniti i na sloZenije ravninske slucajeve, kako u matematici, tako i u fizici i drugim
prirodnim i tehnickim znanostima.

Posebno mjesto u primjenama imaju sukladnost i sli¢nost trokuta kao opéa nacela s
¢ijim izuCavanjem valja nastaviti. Opcéenito, STEM aktivnosti obiluju takvim primjenama.

U nastavku, prikazani su zadatci i primjeri gdje se svojstva sukladnosti i slicnosti
trokuta primjenjuju Sto izravno, Sto neizravno, ili su posebno naglasena. Vrlo ¢esto kod
ovakvih zadataka, na dva uocena sukladna/ sli¢na trokuta primjenjiv je ne samo jedan
poucak o sukladnosti/ sli¢nosti, a cilj je pokazati upravo univerzalnost i svestranost u
primjenama navedenih poucaka.

Sukladnost trokuta

Pojam sukladnosti trokuta, ali i primjena izravna su posljedica same definicije
sukladnosti.

Definicija 1. Za dva trokuta AABC i AA’B’C’ kaZemo da su sukladni ili kongruentni
(piSemo AABC = AA’B'C’) ako postoji bijekcija f : {A,B,C} — {A’,B',C’'} izmedu
njihovih vrhova takva da je f(A) = A’, f(B) =B’ i f(C) = C’, a pri tome za stranice
i kutove vrijedi a=d’, b=b ic=cteoa=0a,B=piy=7v".

Sukladnost trokuta (S-S-S)
Teorem 1. Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri stranice.

Primjer 1. Tijelo mase m = 2 kg objeSeno je o tocku na sredini vodoravne niti
zanemarive mase razapete izmedu dvije ¢vrste tocke udaljene d = 480 cm tako da visi
na visini H = 70 cm od zamiSljene vodoravne crte izmedu dva ovjesiSta kao na slici.
IzraCunaj sile napetosti u niti. J

/

H

! Autor je nastavnik matematike u Tehnickoj koli Nikole Tesle u Vukovaru
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Rjesenje. Vec¢ iz realne fizikalne slike danog primjera uocava
se jednakokracan trokut cije krakove formiraju
napete niti. Ovaj jednakokracan trokut cine dva
pravokutna, medusobno sukladna trokuta koji su
sukladni po S-S-S teoremu o sukladnosti (prva
stranica: ovjesiSte je na sredini niti, druga stranica:
zajedni¢ka visina, trea stranica: dvije polovice
udaljenosti d).

Prijedemo li u matematicki model, kao na drugoj slici, vektorima sila ﬁ], ﬁz i
G formiramo paralelogram sila. Zbog nacela simetrije i svojstva paralelnosti (svojstvo

stranica paralelograma) slika prikazuje dva sukladna trokuta po, takoder, S-S-S teoremu
o sukladnosti AOAB = AOCB.

Smjestanjem paralelograma sila u koordinatni sustav tako da je ovjesiSte u ishodiStu,
ocito je prikloni kut komponentnih sila prema osi x (iz druge slike) jednak kutu otklona
niti od vodoravnog nosaca (iz prve slike) i neka je o = ¥(F},x) = ¥(x,F) 2. Za taj
kut iz prve slike dobijemo:

. H 2H 7
sinQ = =

fre@ S
2

Jedan od uvjeta ravnoteZe je > F; = 0, odnosno primjenjivo na zadatak:
i

Fy +ﬁ2+5:0,
a to vrijedi i po x i y komponentama Zﬁ,x =01 Zﬁw =0:
i i
—Ficosa+ Fycoso =0

Fisina + Fysino — G = 0.
Eliminacijom jedne od nepoznatih veli¢ina iz ovog sustava dobije se:

Fi=F
Fy = G
2sino
odnosno za komponente sila koje predstavljaju napetosti niti se dobije:
25 25 25
Fi=F,=—G=—mg=—-2-9.81=35.
1 2 14G 2" =1 9.8 35.03 N,

Sukladnost trokuta (S-K-S)

Teorem 2. Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu medu
njima.

Primjer 2. Silom F = 3000 N djeluje se na sjekiru (klin) Sirine d = 7 cm i visine
h = 15 cm. Zanemarujudi trenje odrediti bo¢nu komponentu sile.

2 Tada je komplementarni kut 8 = 90° — «.
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Rjesenje. Sila F rastavljena je na komponente istih intenziteta |F|| = |F,| i razlicitih
smjerova paralelogramom sila prikazanim na slici. Unutar paralelograma sila lako je
uociti dva sukladna pravokutna trokuta ADEF = ADFG koji su sukladni po dvjema

stranicama (dvije hipotenuze i zajedni¢ka polovica vektora F, odnosno kateta DF) i
kutu f izmedu njih. Iz ADEF je:

$to za komponentu F| nakon sredivanja izraza i uvrstavanja vrijednosti daje:

d\ 2
= n2
. VG

' Dsina d

F =6601.25 N.

Sukladnost trokuta (K-S-K)

Teorem 3. Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i dva kuta
uz tu stranicu.

Primjer 3. Covjek &ija je visina pogleda 10 cm niZa od njegove visine 18 m Zeli
postaviti zrcalo tako da vidi cijelu svoju visinu. Odrediti veli¢inu zidnoga zrcala.

RjeSenje. Ocito, traZena visina
zrcala je duljina EF. Posljedica
pravocrtnog gibanja i zakona refleksije
svjetlosti navode na zakljuak da su
trokuti ABE i BCF jednakokracni. Za
oba trokuta, visina DF je zajednicka.
Tocka E se nalazi okomito nad
poloviStem duZine AB, kao i toCka

F nad polovistem duZine BC.

Jednostavnim zbrajanjem moZzZe se
dodi do visine zrcala:
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op_BC AB_AC-7B B _7AC _ 18

2 2 2 2 2 2

Pored visine zrcala, lako je odrediti i njegov poloZaj na zidu, odnosno udaljenost donje
stranice od poda:

FC - BC AC—AB 18-01 17

2 2 N 2 2

Pri rjeSavanju zadatka, preSutno je pomogla konstatacija kako je BCF jednakokracan, do

koje se dolazi preko sukladnosti trokuta. Trokuti BDF i CDF su sukladni po zajednic¢koj

stranici DF i njoj susjednim kutovima o = BFD = {DFC i 90° = SFDB = JCDF .

=09 m.

=0.85 m.

Sukladnost trokuta (S~ -S-K)

Teorem 4. Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu
nasuprot vecoj stranici.

Primjer 4. Lastavica poleti s vrha stabla visine 7~ = 10 m koje je na rubu jezera
te ga preleti i sleti na obliznji toranj visine H = 100 m. U toku svog leta lastavica
dotakne povrsinu jezera u nekoj tocki. Ako je udaljenost stabla i tornja L = 500 m,
nadite najkra¢i put primjenom zakona geometrijske optike.

Rjesenje. Uz zakon pravocrtnog Sirenja svjetlosti i zakon refleksije (kut refleksije
jednak je kutu upadne zrake svjetlosti u okomitoj ravnini u odnosu na povrsinu zrcala),
vaznu ulogu igra i Fermatov princip Sirenja svjetlosti. Prema ovom principu put svjetlosti
izmedu dviju tocaka jest onaj za koji je potrebno najmanje vremena.
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Kako se put lastavice sastoji od dva puta (od stabla do jezera i od jezera do tornja),
najkraci put je onaj za koji je zbroj ovih puteva najmanji. Iz druge slike vidljivo je kako
taj put sadrzi to¢ku E, jer odabirom bilo koje druge tocke F zbroj duljina CE + ED’
jest manji od odabira CF + FD’. 1li primjenom nejednakosti trokuta na CD'F .

Zelimo li odrediti poloZaj tocke E, ozna¢imo njenu udaljenost do podnoZja stabla
B s x = BE. Prema zakonu refleksije je o = . Trokuti BCE, AED i AED' su
pravokutni i sli¢ni, ali posebice trokuti AED i AED’ su sukladni,

ANAED = NAED'
oslanjajuci se na teorem o sukladnosti trokuta (S~ -S-K) ¢ije se dvije stranice i kut
nasuprot veée podudaraju. Podudaraju se stranice H = AD = AD’ i veca stranica
L — x = AE, te kutovi nasuprot veée stranice & = 3. Za nepoznatu veli¢inu x vrijedi:

h H
x L—x
iz ¢ega je udaljenost traZene tocke E:
hL
= —— =4545m.
x=g T m

Sli¢nost trokuta

Svojstva i primjene sli¢nih trokuta proizlaze iz definicije sli¢nosti trokuta:

Definicija 2. Dva trokuta AABC i AA’B’C’ su sliéni (piSemo AABC ~ AA'B'C)

ako postoji bijekcija vrhova f : {A,B,C} — {A’,B',C'} tako da je A" = f(A),
b

B =f(B)i C =f(C) povlaéi ¢« = o/, B = p', }/:}/’ii C

E t_]
odgovarajuci kutovi su jednaki, a odgovarajuce stranice razmjerne.

N d b <
2. Sli¢nost trokuta (K-K)3
Teorem 5. Dva su trokuta slicna ako su im dva odgovarajuca kuta jednaka.

Primjer 5. Konvergentnom le¢om Zari§ta f = 40 cm, Zelimo sliku predmeta visine
10 cm udvostruditi. Odrediti raspored predmeta, lece i slike predmeta.

Rjesenje. Suglasno slici, obiljeZiti uobi¢ajenom konvencijom zadane veliCine:

f =40 cm
y =10 cm
Y =2y. E
¥’
X G
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Veli¢inu slike predmeta y’ i veliinu stvarnog predmeta y povezuju sli¢ni trokuti
AOB i EOG kao posljedica K-K sli¢nosti. Kutovi izmedu glavne zrake BG i opticke
osi AE, BOA i <GOE su sukladni, a predmet i njegova slika su okomito prema
optickoj osi. Za sli¢ne trokute vrijedi kako su pripadne stranice proporcionalne:

X )
¥y
tako da se za udaljenosti predmeta i njegove slike od lece, uvrstavanjem y’ = 2y dobije
x = 2x.
JednadZbu tanke lece: ) | |
Foaty
koristimo kao drugu jednadzbu s dvije nepoznanice:
1 n 1
x x40

a rjeSenje ovog sustava je:
x=60cm i x' =120 cm.
Sli¢nost trokuta (S-S-S)
Teorem 6. Dva su trokuta slicna ako su im odgovarajuce stranice razmjerne.

Primjer 6. Camera obscura® poznatih dimenzija, na udaljenosti L = 30 m od
objekta stvara sliku veli¢ine 7 = 3.5 cm. Odredi visinu objekta.

Rjesenje. Neka je dana potrebna dimenzija kamere sa slike / = 15 cm, koja je ujedno
i visina jednakokratnoga trokuta OCD. Kut o = JAOB u vrhu O jednak je kutu
IDOC, §to znadi i da je
oa h H

TR TA
Na isti nacin preko ostalih sukladnih kutova istaknutih trokuta, vidi se da su pripadne
stranice ovih trokuta proporcionalne, §to upucuje na slicnost trokuta CDO i ABO po
teoremu S-S-S. UvrStavanjem poznatih veli¢ina, za visinu se dobije

hL

4 Lat. “tamna soba” ili “tamna komora”, prete¢a fotoaparata koja se sastoji od zatvorene tamne kutije s jednim
vrlo malim otvorom (otprilike 100-ti dio udaljenosti objekta i kamere) na jednoj strani.
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Sli¢nost trokuta (S-K-S)

Teorem 7. Dva su trokuta slicna ako su im dvije stranice proporcionalne, a kutovi
medu njima jednaki.

Primjer 7. Na kojoj udaljenosti od ravnoteznog poloZzaja matematickog njihala
duljine 1 m, tijelo mase 1 kg proizvodi tangencijalnu silu 1 N?

RjeSenje. Sila teza tijela mase 1 kg usmjerena
duZz niti u ravnoteZznom poloZaju iznosi G = mg,
a tangencijalna je sila Fr = mgsing. Ova dva
vektora tvore pravokutan trokut u kojemu je kut medu

. . T . s i
navedenim vektorima 7= ¢, a njemu je slican trokut s

. C T
katetom x, hipotenuzom / i istim kutom 5~ ¢ medu

njima. .
1z sli¢nosti ovih trokuta moZemo napisati: \\\‘*AQL-“
F .
Sin g — Fr _mgsing _x
G mg [
Sto nam poslije kracenja i sredivanja izraza za konac¢no daje:
Fr 1
=—- 1= -1~ 0.102 m.
YT mg T 1081 "
Ako nas zanima koliki je kut otklona, tada raCunamo:
1
sing = 7 = 281 — 0.10194

te je @ ~ 5°51'03” = 0.102 rad. Kako se moZe vidjeti, vrijedi sin¢@ = ¢ $to navodi
da se radi o malim titrajima njihala koja se mogu poistovijetiti sinusoidalnom funkcijom
gibanja tijela.

Sliénost trokuta (S~ -S-K)

Teorem 8. Dva su trokuta slicna ako su im dvije stranice razmjerne, a kutovi
nasuprot veéim stranicama se podudaraju.

Primjer 8. Na cesti nagiba® 8 % ru¢na kocnica silom 18 kN drZi kamion u stanju
mirovanja. Kolika je masa kamiona?

Rjesenje. Kosinu pojednostavljeno predstavlja pravokutan trokut gdje je nagib kosine
jedan od kutova.

U zadatku nagib ceste jest kut za koji vrijedi
B 2
Za kut o u pravokutnom trokutu, poznat je i preostali kut § = 90° — c.

5 Vrlo &esto inZenjeri nagib ceste definiraju kao omjer njene visine i vodoravne duljine 100 m (visina ceste nakon
njenih vodoravnih 100 m) pomnozZen sa 100, $to prikazuju prometni znaci.
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Svakom tijelu mase m djelova-
njem gravitacijskog ubrzanja pri-
druZena je sila teza G = mg, a
na slici jedna njena komponenta je
i sila ruc¢ne kocnice (ortogonalna
projekcija na x-os). U prilagode-
nom koordinatnom sustavu (sre-

diSte sustava u centru mase, a osi
zakrenute za kut nagiba), sila teza |
je rastavljena na svoje ortogonalne
projekcije koje tvore pravokutan
trokut OAB sli€an pravokutnom
trokutu kosine.

\\
Pravokutni trokuti su sli¢ni pre-
ma S~ -S-K poucku, jer za kut

F,=Gcosa
\
naspram vece stranice vrijedi:

| B B
100 25 F, 4 F.=Gsina
t - = = _Z X
b=%=7"%
gdje su pripadne stranice proporcionalne. Ako je F, = 18 kN, tada je sila na povrSinu:
25
Fy = TFX =225 kN
a tezina kamiona:

G = ,/F? +F§ = 22572 kN
odnosno masa:

G 22572
m=— =

g 9.81

~ 23009.06 kg ~ 23.01 t.
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