MATEMATIKA

Stereometrija s primjenom i

Julije Jakseti¢', Josip Lopatic®, Robert Soldo>
Ucenje bez razmisljanja je uzaludno, a razmisljanje bez ucenja opasno.
Konfucije

U ovom radu smo napravili izbor problema s interesantnim interpretacijama, ¢ime
vam Zelimo pribliZiti stereometriju, ukazati na njenu ljepotu, ali i prakti¢nu primjenu.

Zadatak 1. (Madarska, 1959. g.) Visina posude valjkastog oblika jednaka je promjeru
baze. U posudu je prvo smjeSten uspravni stoZac, Ciji su polumjer baze i visina jednaki
odgovarajuc¢im veli¢inama valjka, a zatim i Sest loptica jednakog polumjera. Svaka
loptica dodiruje posudu, plast stoZca i dvije susjedne loptice. Da li loptice jednim svojim
dijelom izlaze iz posude?

Rjesenje. Loptice smjeStene u prostoru, gledano u poprecnom presjeku odozgo,
prikazali smo na donjoj slici desno.
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Sa slike je o€ito 3r = 5 odakle je r = & Sa slike lijevo imamo tg ¢ = =7
Takoder, s iste slike je tgg = 2, odakle je d = r(p .

tg —

2

1" Autor je izvanredni profesor na Prehrambeno-biotehnoloskom fakultetu, Zagreb, j jaksetic@pbf .hr
2 Autor je predava¢ na VBZ, Zapresi¢, josiplopatic@gmail.com
3 Autor je inZenjer teorijske matematike zaposlen u firmi Pruzne gradevine, Zagreb

Hod NI Matematicko-fizicki list, LXXI 3 (2020. — 2021.)



2tg(p

a 1
Nadalje, iz formule tg¢o = 72(}” koristeéi Cinjenicu tg¢ = -, dobivamo
1—tg? = 2
2
jednadzbu tgzg + 4tg§ —1 = 0, ¢ija su rjeSenja (tg g) = 245 Iz
1,2

geometrijskih razloga, jedino prihvatljivo rjeSenje je tg g =+/5-2.

Loptice dosezu visinu H koja u ovisnosti o promjeru baze R iznosi

R
r I3 R R/ 1 R V5-1
H=d+r=—F+r= +-=-(———+1)=—- ,
e ? V5i-2 6 6<\/_—2 ) 6 V5-2

2

odakle, racionalizacijom posljedenjeg razlomka, dobivamo
R R

tj. loptice ne izlaze izvan posude niti jednim svojim dijelom. [J

Zadatak 2. (Drzavna matura u Juznoj Koreji, 1997. g.)
Na slici je prikazana planina u obliku uspravnog stoSca.
Zelimo poloZiti tracnice najkrace duljine za panoramski
vlak oko planine, gdje kolosijek krece iz tocke A, a
zavr$ava u tocki B. Zamisljena ruta ide uzbrdo, a potom
nizbrdo. Kolika je duljina dijela kolosijeka kojim se viak
spusta?

Rjesenje. Razvojem plaSta stoSca u ravnini dobivamo
kruzni isjeCak. Najprije izraCunamo duljinu duZine AB
koriste¢i kosinusov poucak u trokutu ABV (%’AVG =

2 2
?”) . JABP = 60% + 50% — 2~60-50-cos?n — 9100,
odakle slijedi |[AB| = 10v/91.

VaZzno je uociti trenutak kada kolosijek iz uzbrdice prelazi u nizbrdicu tj. kada je vlak
najblizi vrhu V. Dakle, spojnica vrha V i te tocke je okomica na pravac po kojem je
poloZen kolosijek.

4 10 B 50 V
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Prema Pitagorinom poucku je sada
(1091 — x)* + h* = 607,

X+ h? =502,
odakle, oduzimanjem gornjih relacija, imamo 9100 — 20v/91x = 60? — 502, iz Cega je
400

traZzena duljina dijela kolosijeka kojim se spusta, x = —.

Vo1

Zadatak 3. (Rumunjska, 1962. g.) Imamo posudu oblika plasta pravilne Cetve-
rostrane piramide Ciji je brid osnovke duljine a i visine bocne strane duljine h. Posuda
je okrenuta vrhom prema dolje tako da je osnovica vodoravna i napunjena vodom, a
potom nagnuta za 30° prema okomici na osnovku tako da dva brida osnovke ostanu
vodoravna.

a) Odrediti obujam vode koja pritom iscuri iz posude.

b) Specijalno, za h = a dokazati da su prikloni kutovi nasuprotnih bocnih bridova
prema horizontalnoj ravnini komplementarni.

Rjesenje.

a) Sa slike vidimo |VV,| = H, |VE| =
|VM| = h, |PQ| = ¢, |NE| =m, |[MN| = n,
[VV'| = v, IMEV = ¢, cos¢@ = TR

4h? — a2

sing = /1 —cos2 ¢ = o Na-

1
dalje, H = hsing = E\/4h2 —da?. Tako-
der, uo¢imo YMNE = 180° — (¢ + 30°),
IMNV = ¢ +30°, SMVE = 180° — 2¢.
Iz trokuta MNE prema poucku o sinusi-
ma, imamo

m. a
sin30°  sin(180° — (¢ + 30°))
S 1)
o 2sin(¢@ + 30°) (
i opet, iz istog trokuta dobivamo
n a asin @

sing  sin(180° — (¢ + 30°)) " Sin(e + 30°) 2
Iz trokuta MVV’, ponovno po poucku o sinusima, slijedi
h v

= s 300,
Sin90°  sin(p — 30°) == v sin(p — 30°) (3)

Kako je ANQV ~ AECV, koristeéi (1), dobivamo

a C
h(h—m)zii
a
Ch:“““’"):a(h*m)’
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odnosno
a2

2hsin(¢p + 30°)

Sada, koristeéi relacije (2)—(4), odnosno izraz za visinu H piramide ABCDYV,
dobivamo traZeni obujam vode

4

cC=da—

V = V(piramide ABCDV) — V(piramide APQDYV)

1, la+c
=~ d?H — -

3 372 "

a? 1 a? asin @
— Y a2 — 27_(2 _ ) hsin(¢p — 30°

6 @ = 6\ = 3 sin(o +30°) ) sing + 30°) " (@ — 30°)

a* a ah sin @ sin(@ — 30°)
:—\/4h2—2—( — )

6 T\ hsin(e +30°)) T 3sin(e + 30°)

a? a’h a sin @ sin(¢@ — 30°)
=% an - L(— )

6 “ 3 12sin(g +30°)/  sin(e + 30°)
_ap [ 4 — 2+ (7‘Z SO 4ygin (p) sin(e — 30°) 300)].

12 n(¢ + 30°) sin(¢@ + 30°)
b)
| ‘(;‘1/30 Nacrtajmo piramidu nagnutu za 30°.
) Vi Sa slike, prema Pitagorinom poucku

| M Vi //’// a 2
P Vi imamo * = a* + (5) , odnosno
P/ W ::,J—" _a s . .
.’/l - W / Hix [ = E\G Takoder, koristeci Pitagorin
y

Aem
L i S SR
\
1
.
| N
o=

poucak, za visinu piramide v vrijedi

2 ‘_l)z
v (2

Dalje, imamo H

a = V3
EERR

= a%, odnosno v = g\/§
vcos 30°

—a. Takoder sa slike

2x
¢imo tg30° = —————, odakl
____________________ 7 uocimo  tg ~ doos 30° odakle
dobivamo x = —
[ RS i 4"
:: a cos 30° :.
Za pripadne priklone kutove, sada imamo
3 + a
2ar 2 5
sino = +x:4a 4:_7
l a \/5 35
2
3 a
. H-x 2% 7 1
sinf = = =—,
O N

Matematicko-fizicki list, LXXI 3 (2020. — 2021.)



odnosno

cosat = V1 —sinfo = 17(
cosfB=+/1—sin2f = 17(

Koristedi adicijski teorem za kosinus, dobivamo

cos(ot + ) =cosocos B —sinasin B =

5l-
Sl
-

odakle, naposljetku imamo o 4+ 8 = 90°, $to se i tvrdilo. [

Zadatak 4. (Slovenija 1960. g., 3. razred) Suplja metalna kugla (gusto¢a metala je

k
c d—‘i ) ima d dm debelu stijenku. Koliki je njezin vanjski promjer, ako kugla pluta
-
potpuno uronjena u vodu?
|
Rjesenje. Neka je R vanjski polumjer, r unutarnji
polumjer kugle. Tada je R = r + d. Obujam metalnog ‘»

4 7\
dijela kugle jednak je V= Vg —V, = §(R3 — . 5/
Po Arhimedovom zakonu o uzgonu, te uz ¢injenicu da \’

k
je gustoca Ciste vode 1 d—g3 , vrijedi jednakost
m

4 4
g(R3 — }’3>TE'C = §R37T 17

odakle je,uz r =R —d,
c(3R*d — 3Rd* + &) = R°.

Sada i na lijevoj i na desnoj strani oduzmemo cR*, pa dobivamo

c(R—d?=R(c—1) = R= Ve d. O

Zadatak 5. (Natjecanje Georg Mohr u Danskoj 1996. g.) Nekad popularna djecja
igracka Baby Math sastoji se od niza 9 obojanih plasticnih figura i to naizmjenicno
kocka, kugla, kocka, kugla ..., pri cemu su sve poredane po velicini. U svaku figuru
smjestena je neposredno manja figura. Najveca i najmanja figura je kocka. Odredite
omjer izmedu duljina njihovih bridova.

Rjesenje. Neka je a brid najmanje figure, kocke koja
se nalazi unutar svih drugih figura. Njena prostorna
dijagonala jednaka je av/3 i to je dijametar kugle koja e S

/- A

je oko nje opisana. Taj dijametar je brid kocke koja je AT N
opisana oko te kugle. Dakle, omjer bridova dviju susjednih a\/?’ e a3
kocki je 1: /3. U nasem slucaju imamo pet kocki i &etiri o e
kugle. Omjer duljina bridova najmanje i najvece kocke je :,,/ ;“*‘
a:a(x3*=1:9. O )
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Zadatak 6. (Srbija, 2015. g., 4. razred, B kategorija) Na ravan stol postavljene su
Cetiri kugle pri cemu se svake dvije dodiruju. Polumjeri tri od te Cetiri iznose 2, 3 i 6.
Izracunajte polumjer Cetvrte kugle.

Rjesenje. Neka su O;, O,, O3 i O srediSta danih
kugli, €iji su polumjeri redom 2, 3, 6 i R. Neka su A,
B, C i S redom projekcije tih tocaka na stol, odnosno
dodirne toc¢ke kugli i stola. Na slikama desno je pogled

na istu situaciju iz dvije perspektive. Prema Pitagorinom 6
poucku, imamo
IAB| = /(3 +2)2 — (3 —2)2 =26,
AC| = /(6 + 27 — (6 =27 = 43, 4
IBC| = /(64 3)2 — (6 —3)2 = 6V2.

Kako je |ABJ> + |AC|> = 24 + 48 = 72 = |BC|?, po
obratu Pitagorinog poucka zakljuCujemo da je AABC
pravokutan s pravim kutom pri vrhu A.

danah

Analogno racunamo

ISA| = /(R+2)> — (R —2)> = 2V/2R,
[SB| = V/(R+3)> = (R - 3)> = 2V/3R,

ISC| = /(R +6)> — (R — 6)> = 2V/6R. (1)
¥ Smjestimo trokut ABC u koordinatnu ravninu tako

da je tocka A u ishodiStu, a tocke B i C na
pozitivnim dijelovima y i x-osi, redom. Takoder
neka tocka S ima koordinate (x,y). Dalje, imamo

[SAP? =2 +7,
e ISB> = + (y — 2V/6)%,
5,77 SCP = (x —4v3)* + 2.

Koristeéi jednakosti (1), dobivamo sustav jednadZzbi
3 ISB? 22+ (y—2V6)?

2 |SAPR P24y
3 ISCP _ x—4v3P 4y
SAR TR

odnosno, sredivanjem
X +y2 + 8\/6y = 48,
x4y + 4v/3x = 24.

Rjesavanjem ovog sustava dobivamo dva rjefenja (x,y) € {(4v2 — 2V/3,2), (—4V2 —
2V/3, 2)} koja su na slici desno gore oznafena S; i S,. Sada, koriste¢i jednakost
|SA| = \/x? +y> = 2/2R, dobivamo dvije moguénosti za polumjer Cetvrte kugle i to
R=6+2V6.
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Oba moguca slucaja su interpretirana
na slici: kada je R = 6 — 2v/6 to je
najmanja, a za R = 6 + 2/6 najveca
kugla. O

Zadatak 7. (MFL, 1979-80, br. 1) U valjkastoj
posudi dijametra baze 22 cm nalaze se dvije Zeljezne
kugle radijusa 7 cm i 5 cm, kao na slici. U posudu
ulijemo 5 | vode. Hoce li ¢e voda sasvim prekriti
gornju kuglu?

Rjesenje.
7 Nakon $to smo ulili 5 1 vode u valjastu posudu
s dvije Zeljezne kugle, poprecni presjek prikazan je
na slici desno. Sa slike uo€avamo |S1S5;| = 12 cm
/5 S, i |AS2| =22 —-5—7 =10 cm. Prema Pitagorinom

\ poucku je |AS;| = V122 — 10> = 2/11 cm. Sada
je h=T74|AS;|+5=12+2v11 cm.

7
4 S Volumen valjkaste posude do vrha gornje kugle
Pl . .
\ / jednak je

Vo = 11%m-(1242V11) =~ 7.083 1,
22 volumen manje kugle jednak je

4
Vi=3- 531~ 0.523 1,
te volumen veée kugle
4
V=3 STProa 1437 1

Stoga je koli¢ina ulivene vode jednaka Vo — V; — V, /&~ 5,123 1. Dakle, ako u posudu
ulijemo 5 I vode, gornja kugla nece biti sasvim uronjena u vodu. [J

Zadatak 8. (Srbija, 1958. g.) Stablo oblika pravilnog uspravnog valjka pliva u vodi

tako da mu je jedna Cetvrtina promjera izvan vode. Nadite njegovu gustocu (u d—g3 ).
m
Rjesenje. Odredimo volumen dijela stabla koji se nalazi izvan vode. U tu svrhu
promotrimo poprecni presjek stabla (slika desno), te izraunamo povrSinu dijela iznad
razine vode (kruZni odsjecak).
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Vidimo, sa slike desno, cos ¢ = 2 _ 3 odakle je ¢ = 60°, odnosno 2¢ = 120°.
r
2 o
) rem - 120 1
Sada je Pisjeéka = W = 57‘275.

Duljina poluosnovice pripadnog jednakokra¢nog trokuta na slici desno iznosi
rsin@ = rsin60° = ?r. Dakle, Podsiecka = Pisjecka — PA = (%71: - ?)rz, pa je
volumen suhog, neuronjenog, dijela stabla jednak Vi = Podsjecka - b = (%n — ?) rh.

(}(oristeéi ¢injenicu Vipla = r*rh, dobivamo volumen dijela stabla koji je uronjen u
vodu:

Lo Y= (Zay Y3) 20,

Vuronjen = Vsuabla — Vouni = r*rth — (gﬂ — T 57[ + T

Po Arhimedovom zakonu o uzgonu

2
r27'ch cPs = (57'6' + \/Tg)rzh * Pvodes

k
odakle, uz pyoge =1 d—g3’ dobivamo gustocu stabla
m

37 4x) ame

weGr ) i
g

Na koncu donosimo vam nekoliko zadataka za vjezbu, a svi redom su se pojavljivali
na raznim matematickim natjecanjima.

Zadaci za vjezbu

1. (Poljska, 1950.) Cetiri jednake kugle polumjera r dodiruju se svaka sa
svakom. Izracunajte polumjer najmanje kugle koja ih sve obuhvaca. (Rezultat:

R= (L 1)r)

2. (Skolsko-gradsko natjecanje 2018., 3. razred, A varijanta) Cetiri kocke duljine
bridova 1, 2, 3 i 4 nalaze se jedna do druge kao na slici desno. Odredite duljinu

3v33

dijela duzine XY koji se nalazi unutar kocke duljine brida 3. (Rezultat: 5 J)

Matematicko-fizicki list, LXXI 3 (2020. = 2021.) B 171



3. (Opdinsko natjecanje 1994., 3. razred) Tri kugle diraju se medusobno i diraju

ravninu u tri dane to¢ke. Nadite polumjere tih kugli ako su medusobne udaljenosti

bc ac ab

2w T P T 2

4. (Opéinsko natjecanje 2006., 3. razred, A varijanta) U zadanu polukuglu polumjera
R upisane su tri kugle jednakih polumjera koje se medusobno dodiruju i

koje diraju zadanu polukuglu. Izraunajte polumjer upisanih kugli. (Rezultat:

_V21-3
=

tih triju to¢aka a, b i c¢. (Rezultat r| = o=

r R.)

5. (Drzavno natjecanje 2006., 4. razred, B varijanta) Valjkasta posuda polumjera
osnovke r =4 cm i duljine visine v = 16 cm napunjena je vodom. Odredite kut
za koji treba nagnuti posudu prema ravnini osnovke tako da iz nje iscuri Cetvrtina
vode. (Rezultat: o = 45°.)

6. (MFL, 2009/2010, br. 1) Tri kugle polumjera r leZe na donjoj bazi cilindra,
pricem svaka dodiruje druge dvije i bo¢nu plohu cilindra. Cetvrta lezi na ove tri
i dodiruje bo¢nu plohu cilindra i njegovu gornju bazu. Odredite visinu cilindra.

2
(Rezultat: H = {(3 +V3+V9+6V3))
7. (MFL, 1980-81, br. 4) Na dnu kockaste kutije brida a smjeStene su 4 kugle

promjera g. Koliki je dijametar pete kugle koja dodiruje prve cetiri i poklopac?
5
(Rezultat: R = §a J)

8. (MFL, 1977-78, br. 1) Casu oblika polukugle, punu
vode, nagnemo za 45°. Koliki postotak vode ostane
u C¢asi? (Rezultat: =~ 11.6 %.)

9. (AIME 2015., American Invitational Mathematics
Examination) Cilindricna posuda polumjera baze
4 m 1 visine 10 m napunjena je vodom. Puna
kocka brida 8 m uronjena je u posudu tako da
joj je prostorna dijagonala okomita na ravnine baze
valjkaste posude (kao na slici). Ako s V oznaimo
obujam vode koji kocka istisne iz posude, nadite
V2. (Rezultat: 384 m°.)
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