Tragom jedne nejednakosti o brojevnim sredinama i

Dragoljub MiloSevié¢!

Poznata nam je nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine dva pozitivna

broja ai b:
b 2+ b?
“JZF g\/“; . 4. Ala,b) < K(a,b).

Sada, bududi da vrijedi
L@ Py atb @ Dy
2\ b a)— 2 b a —
— A+ >abla+b) = a*—ab+b >ab < (a—b)*>0,
2 b2
zakljuéujemo A (%, Z) > A(a,b). Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako a = b.

Postavljamo pitanje:
2 2 2 2
Vrijedi li A (% ;> < K(a,b) ili A (% ;) > K(a,b)?

Ako, npr. stavimo @ =7 i b = 1, dobijemo:

a b? 1 /7% 12 4
A(?’Z>_§<T+7>_247’

72 4+ 12
Kla,b) =\ =5,
2
2 2

b
pa vrijedi A (%, Z) > K(a,b) za a=T 1 b= 1. Dokazat éemo da ova nejednakost

vrijedi za sve pozitivne brojeve a i b.

' Autor je profesor matematike u srednjoj $koli u Gornjem Milanovcu.
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@ b?
Teorem 1. Za a, b > 0, vrijedi A <?, —) > K(a,b).
a

Dokaz 1. Dana nejednakost ekvivalentna je sljedecoj

2
% +— > V2(a* + b?).

Dokazimo pomoénu nejednakost
a2 b2 (aZ +b2)2

S ol . A0
b * a ~ ab(a+Db)

Imamo:
@ P (@40) _datb)+ Plath) (@ + by’
b a abla+b) ab(a+b)
_ a* + b? — 2ab _ (a —b)? >0,
a+b a+b —
pa vrijedi (2).
1z (2) imamo
a_2 n b_2 S 2ab(a® + b*)  2(a’> +b?)
b = abla+b)  a+b
2(a* + b?
> e tb) s,
2(a? + b?)
a b
Sto znadi da vrijedi (1), a samim tim i nejednakost A <?’ —) > K(a,b).
a

Dokaz 2. Nejednakost (1) je redom ekvivalentna s
@ +b* > ab\/2(a® + b?)
— (@ +b) =20 (@ + )
= a® —2a*p* +2a°b* — 2a°b* + b° > 0

= (a® — a*b?) + (b° — &®b*) — (a*b* — 24°P* +a*b*) > 0
= a'(a* — b)) + b“(b2 @) — a®b*(a* — 2ab + b*) > 0
= (a* - b*)(a* — b*) —d*b*(a—b)* >0

)
= (a—b)((a+b)*(@+ ) —ah?) >0
= (a —b)*(a* +2a°b + a*b* + 2ab’ + b*) > 0.

2 b2
Ova nejednakost o€ito vrijedi, a samim tim i A (C; ) > K(a,b).
a

Nadalje, dokazat éemo i opcenitiju nejednakost.

(1)

(2)
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a*> b 2
Teorem 2. Neka je a, b, ¢ > 0. Tada vrijedi A (?, —, —) > K(a,b,c).
¢’ a

Dokaz. Ekvivalentan oblik prethodne nejednakosti je

2 b2 2
T h S \BE@ TP A, 3)
b c a

U MFL-u 4/256 (2013./2014.), na str. 238, dokazana je sljedeca nejednakost: za
pozitivne brojeve a, b, c, x, y, z vrijedi:

—+t—+—=2 4
X y Z X+y+z
Primjenom posljednje nejednakosti dobivamo
L O & & b A @2+ b+ 2)?
—+—+—:7*“7*72%——r—%- )
b c a a*b  b’c c*a T a*b+b’c+ cta

Iz A-G nejednakosti za pozitivne brojeve a, b, ¢ imamo

a+b+c<\/3(a*+ >+ 32). (6)
Naime,

(a+b+c) <3@+b+c*) < ab+bc+ca<a® +b*+c?

— %((afb)2+(b7c)2+(c—a)2) > 0.

Pokazat ¢emo da vrijedi

@b+ bc+cta< z(a+b+c)d+ b +3). (7)

[OSHIE

Ova nejednakost je ekvivalentna sa:
3(a®b + b’c + *a) < & + ab® + ac® + ba* + b* + be® + ca® + cb* + ¢
= 2(a’b + b*c+ Pa) < + b+ S+ ab® + b + cd®
> (a’—d®b) + (b*—b’c) + (I —c*a) + (ab®—a’b) + (bc*—b*c) + (ca*—c*a) > 0
< a*(a—Db) +b*(b—c) +c*(c —a) + ab(b — a) + be(c — b) + cala—c) >0
> (a—b)(a* — ab) + (b — ¢)(b* — bc) + (c — a)(c* — ca) >0
< a(a—b)> +b(b—c)*+c(c—a)?>0,
odakle, zakljuCujemo da vrijedi (7).
Sada iz (5), koriStenjem (6) i (7) imamo
2 2 2 2 22 2 22
%+?+321 (@ +b°+¢%) :3(aai[lj++cc)
g(a +b+c)(a*+b>+c?)

3 2 b2 2
(@* +b* +¢%) _ /—3(a2+b2+c2),

3(a® + b? +2)

tj. vrijedi (3).

Pitanje. Vrijedi li za sve pozitivne brojeve a, b, ¢, d nejednakost
a b &
=22/ P+ +d?
b c d a
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