ZANI MLI VOSTI

Zupanijsko natjecanie iz matematike, 4. ozujka 2020. i

Na temelju rezultata Skolskog natjecanja, najbolji ucenici u svakoj Zupaniji se pozivaju
na zupanijsko natjecanje. Ona su odrZana 4. oZujka 2020. Na Zupanijskom natjecanju
ucenici A varijante srednje Skole rjeSavali su po pet zadataka (svaki vrijedi po 10
bodova), dok su ucenici B varijante rjeSavali po pet lakSih zadataka od kojih svaki
vrijedi po 6 bodova, te dva teza, svaki po 10 bodova.

Zadatci — A varijanta

I. razred

1. U ovisnosti o realnom parametru m odredi za koje realne brojeve x vrijedi

X—m

—xz2(1-2

)m

X X

2. Odredi sve uredene trojke (a,b,c) prirodnih brojeva za koje vrijedi a < b < ¢ i
3 1 1 1

7 2 b T ae
3. Neka su x, y i z razliciti realni brojevi od kojih nijedan nije jednak nuli, takvi da
vrijedi
1 1 1
X+ -—=y+-=z+-.
y Z X
Odredi vrijednost izraza x*y*z?.
4. Nad stranicom BC kvadrata ABCD nacrtan je jednakostrani¢an trokut BEC tako

da je to¢ka E izvan kvadrata. To¢ke M i N su redom polovista duZina AE i CD.
Odredi mjeru kuta SMNC.

5. Koliko najmanje brojeva treba ukloniti iz skupa {1,2,3,...,2020} tako da nastali
skup ne sadrZi umnoZzak svojih dvaju razlicitih elemenata?
IL. razred
1. Odredi sve uredene trojke (x,y,z) realnih brojeva za koje vrijedi
¥4y =5, xz+y=17, yz—x=1.
2. Odredi sve uredene parove (a,b) prirodnih brojeva takve da je
_ab
=5
3. Odredi sve realne brojeve x za koje vrijedi 33/(14 —x)2 — 23/(14 +x)? =
5322 — 196.
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4.

Neka je T teZiste trokuta ABC, a P poloviste stranice AC. Pravac kroz tocku

T paralelan s pravcem BC sijece stranicu AB u tocki E. DokaZi da jednakost
JAEC = 4PTC vrijedi ako i samo ako vrijedi JACB = 90°.

. Neka je n > 1 prirodni broj. Na koliko se nacina u polja ploce dimenzija 2 X n

mogu upisati brojevi 1,2,...,2n tako da uzastopni brojevi budu u poljima sa
zajednickom stranicom?

III. razred

1.

2.

Duljina jedne stranice trokuta jednaka je aritmeti¢koj sredini duljina drugih dviju
stranica. DokaZi da mjera srednjeg (po veli¢ini) kuta tog trokuta nije veca od 60°.

Odredi najmanju i najvecu vrijednost izraza
1 1
4 PP 4
SIn® x 4+ cos“x  SIn“Xx + Ccos™ x
Odredi sve realne brojeve x za koje se te vrijednosti postiZu.

U trokutu ABC, kut u vrhu C je tupi, a tocka D je noziste visine iz vrha C.
Tocke P i Q nalaze se na duZzini AB i vrijedi $PCB = JACQ = 90°. Dokazi
[AP[ - |DQ| = |PD| - |QB.

. Odredi sve uredene parove (a,b) prirodnih brojeva za koje je (a + b*)(a*> + b)

potencija broja 2.

Baza piramide je pravilni n-terokut. Svaka stranica baze obojena je crnom bojom,
dok su svaka dijagonala baze i svaki pobocni brid piramide obojeni ili crvenom ili
plavom bojom. Odredi najmanji prirodni broj n > 4 za koji nuZno postoji trokut
¢iji vrhovi su vrhovi piramide i kojemu su sve tri stranice jednake boje.

IV. razred

1.

Za n € N definiramo kompleksan broj

a,,:(l—l—i)(l—f—%) (1+\/L§><l+ﬁ>

Izraéunaj |a| — Cl2| + ‘az — a3\ —+ -4 ‘azolg — a2020|.

. Skup svih to¢aka (x,y) za koje vrijedi y*> + 2xy + 40|x| = 400 dijeli ravninu

na nekoliko dijelova od kojih je samo jedan omeden. Odredi povrSinu tog dijela
ravnine.

Na kocki stranice duljine 1 istaknuta je mreZa koja se sastoji od 14 tocaka i 36
duzina. Toc¢ke su vrhovi kocke i srediSta njezinih strana. DuZine su svi bridovi
kocke i jo§ po Cetiri duZine na svakoj strani kocke koje spajaju srediSte te strane s
njezinim vrhovima. Kolika je duljina najkracdeg puta po toj mreZi koji prolazi kroz
svih 14 toc¢aka?

Dani su cijeli brojevi a, b, ¢ i d. Dokazi da je broj parova (x,y) cijelih
brojeva za koje vrijedi x*> + ax + b = y* + ¢y + d beskonacan ako i samo ako je
a’>—4b=c* —4d.

. U prostoriji se nalazi n kutija visina 1,2,3,...,n koje treba nekim poretkom

smjestiti uz zid. Macak Fiko moZe skociti s jedne kutije na sljedecu ako je sljedeca
kutija niZa (nije bitno koliko) od one na kojoj se nalazi ili je za najviSe 1 viSa od
one na kojoj se trenutno nalazi. Na koliko nacina se kutije mogu poredati tako da
Fiko moZe krenuti s prve kutije u nizu i skoc€iti redom na svaku iducu kutiju?
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Zadatci — B varijanta

I. razred
—-b
1. Za pozitivne realne brojeve a i b definira se ax b = aﬂ. Koliko je
a
(axb)+1 (axb)+2 (axb)+k (a*b)—&—ZOZO?
(bxa)—1 (bxa)—2 T (bxa)—k 0 (bxa) —2020°
453 —x\ >
2. Rijesite nejednadzbu (1 — — %) .
x —2x2
. S s ... 111 1
3. Neka su a, b, c i d realni brojevi razliciti od nule takvi da je — 4+ — 4+ — + p =0
a
1 1 1 1
ia+b+c+d+ abcd =0. Izraunajte | — — — -+ -=.
ab cd c d
4. Gadajuéi u metu Karlo je nekoliko puta pogodio devetku, nekoliko puta osmicu.

Sedmicu je pogodio dvostruko manje puta nego devetku, a broj pogodaka u peticu
je za tri manji nego u osmicu. Ukupno je sakupio 200 bodova. Koliko je puta
Karlo gadao u metu ako nijednom nije promasio niti je pogodio neki drugi broj?
(Pogodak u devetku donosi 9 bodova, u osmicu 8 bodova,...)

. Unutarnji se kutovi trokuta odnose kao 2 : 3 : 7. Odredite duljinu najdulje stranice

trokuta, ako najkraca stranica ima duljinu 1 cm.

. U nizu brojeva

20, 202, 2020, 20202, 202020, ...

svaki se sljedeci broj dobije dopisivanjem znamenke 2 ili O prethodnom broju,
naizmjence. Izracunajte zbroj znamenaka prvih sto brojeva toga niza koji su
djeljivi s 202.

. Duljine stranica Siljastokutnog trokuta su tri broja od kojih je najveci za Cetiri veci

od najmanjeg, a srednji po veli€ini je aritmeticka sredina preostala dva. Visina
trokuta povucena na srednju stranicu po duljini dijeli trokut na dijelove ¢ije su
povrSine u omjeru 3 : 2. Odredite opseg zadanog trokuta.

II. razred

1.

2.

. Duljine stranica trokuta ABC su |BC| = 27,

Odredite najmanji i najveéi cijeli broj x za koji je broj x* — 2021x> + 2020
negativan.

Funkcija f (x) = x*> + px + ¢ poprima negativne vrijednosti samo za x € { —3,14) .
Koliko cjelobrojnih vrijednosti iz skupa [—100, —10] moZe poprimiti funkcija f ?
Do vrha stepeniSta ima 8 stuba. Na koliko nac¢ina moZemo sti¢i na vrh ako se
moZemo penjati po jednu stubu ili po dvije stube?

AC| = 36, |AB| = 45. Neka su P

i O redom toc¢ke na stranicama AB i BC takve da je |AP| = |BQ| i AC || PQ.
Izracunajte povrsinu trokuta PBQ.

. Ako je x = 2017 - 2018 - 2021 - 2022 + 4, izradunajte /x — 20207.

Pravokutnik ABCD, u kojem je |AB| > |AD|, zarotira se oko vrha D u pravokutnik

EFGD tako da se vrh A preslika u toku E na dijagonali BD. Sjeciste stranica

DC i EF je tocka H. PovrSina pravokutnika ABCD odnosi se prema povrsini
oY)

sin” @ + 1

cetverokuta BCHE kao 5:2. Ako j = JADB, izraCunajt .
cetverokuta ao oje p=<JA izraCunajte — Py
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7.

Luka je predloZio Mili, Niki i Tini da zajedno rjeSavaju zadatke. Do tog je trenutka
svaka od djevojaka ve¢ rijeSila odredeni broj zadataka i to razli¢itih u odnosu na
ostale. Djevojke su odlucile prihvatiti Lukin prijedlog samo ako otkrije koliko je
svaka od njih tri ve¢ rijeSila zadataka. Zbroj brojeva zadataka koje su Mila i Nika
rijeSile i umnoska tih brojeva je 14. Za Milu i Tinu taj zbroj iznosi 11, a za Niku
i Tinu 19. Koje brojeve Luka mora dobiti?

III. razred

1.

Za kompleksne brojeve z i w vrijedi |z +w| = /3 i |z = [w| = 1. Izralunajte
|z —w|.

2. Rijesite sustav jednadZzbi
Y0205 _ 10
6060x + 2logy = 7.
tg(mx) — 1
3. Rijesite nejednadzby £ =1 -y
tg(mx) + 1

. Tena i Ante igraju igru: prvo Tena kaZe broj 0, pa Ante kaZe broj za 1 veci. Zatim

Tena kaze broj za 2 veci od Antinog, Ante kaZe broj za 3 veci od Teninog. .. Igra
zavrSava kad netko kaze broj veéi od 5050. Koji je to broj? Tko ée pobijediti?

. Duljine dviju stranica trokuta su 7 cm i 4 cm. Kut nasuprot dulje stranice je dva

puta veéi od kuta nasuprot krace stranice. Kolika je duljina trece stranice trokuta?

1 |
. Odredite cosx ako je log,, (sin 2x — 3 cosx) =3 + log; (—cosx) .

. Djegje igraliste ima oblik trokuta &iji je opseg 36 m, a povr§ina 30y/3 m?. Ako

je mjera jednog kuta 60°, odredite duljine stranica tog igraliSta.

IV. razred

1.
2.

3.
. Za svaki prirodni broj n, zbroj prvih n ¢lanova nekog niza je S, = 2.5n*> — 4.5n.

Rijesite nejednadzbu 33 + 3% < 3242 4 3+v+2,

Pravci s jednadzbama y = kjx+2 i y = kox— 3 su tangente parabole s jednadZbom
y? = 2px, p > 0, a zatvaraju kut od 45°. Odredite jednadZbe svih takvih parabola.
Ako je 26! =403291x61 126 605 635 58xy00 000, odredite znamenke x i y.

Koji ¢lanovi tog niza poprimaju vrijednosti izmedu 10085 1 10095?

. Dana su tri paralelna pravca a, b i ¢. Na pravcu a istaknute su tocke A, B i C,

na pravcu b to¢ke D, E, F i G, a na pravcu c tocke H, I, J, K i L. Koliko je
najvise trokuta odredeno to¢kama iz skupa {A,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K,L}?

. Odredite povrsinu skupa svih to¢aka pridruzenih kompleksnim brojevima z za

koje vrijedi

1 .
lz| < |- i
z

28277w 72020 40397
<arg =) < )
12 1+ 12

. Rijesite nejednadzbu

log 5 (3x2_x_l + 2) + logs (3"2_"_' + 2) + logys (3"2_“‘"—‘ + 2)
+1oggys (3X27X71 + 2) + ...+ loggx (3%7)‘71 + 2) +...<4.

Ivan Kokan
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