Neke zanimljive jednakosti u vezi radijusa pripisanih
kruznica trokuta i njihove posljedice

Sefket Arslanagic!, Daniela Zubovic

U ovom prilogu €emo se baviti pripisanim kruznicama trokuta ABC, odnosno
jednakostima u vezi polumjeratih kruznica te podjedicamatih jednakosti. Promatrajmo
trokut ABCi njemu pripisane kruznice ¢iji su radijusi ra, rpire.

Najprije temo dokazati djedete jednakosti:
P P P
— = — = — 1
ra Sfa7 rb S*b’ I’C S*C’ ( )

gdje je P povrSna trokuta ABC, a s njegov poluopseg, tj. s = M . Dat temo

2
dva razna dokaza ovih jednakosti.

Dokaz 1. Promatrajmo trokute ABl,, ACl,, BCl,, gdje je tocka |, srediSte pripisane
kruznice koja dodiruje stranicu BC i produzetke stranica AB i AC AABC. Za njihove
povrsine vrijedi:

Paasc = Pansi, + Paaci, — Pagcl,,
tj.
crg  brg ary

P==+5 -5 (P=Pangc)

a odavde i P
p=-2 b— = —.
pc+b-a),  ra=o—

Analogno se dokazuju i druge dvije jednakosti u (1).

1 Autor jeizvanredni profesor u miru na Prirodosl ovno-matematickom fakultetu u Saragjevu;
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Dokaz 2. Sa dlike imamo
|AD| = |AF|, |BD|=|BG| i |CF|=|CG|
kao duljine tangentnih duzina upisane kruznice u AABC. Neka je |AD| = |AF| = X,
|IBD| = |BG| =Yy i |CF| = |CG| = z. Vrijedi x+y=c¢, y+z=a, z+X= Db, aodavde
nakon zbrajanja ovih jednakosti dobivamo
X+y+2z=s,
a odavde
X=s—a y=S—-Db, z=s-g,
tj.
|AD| = |AF|=s—a, |BD|=|BG|=s-b i |CF|=|CG|=s-c.
Ocigledno je |AE| = |AH| kao duljine tangentnih duzinaiz vrha A na pripisanu kruznicu
radijusa ra. 1z istoga razloga je |BE| = |BK| i |CH| = |CK]|. Zato imamo:
2|AE| = 2|AH| = |AE| + |AH| = |AB| + |BE| + |AC| + |CH|
= |AB| + |BK| + |AC| + |CK| = |AB| + |AC| + (|BK| + |CK])
= |AB|+ |AC| + |BC| =a+b+c=2s
a odavde
|AE| = |AH| = s.
Sada iz di¢énih trokuta ADI i AEl; imamo:
ID| : |AD| = |I4E| : |AE|
ili
r:(s—a)=rs:s
a odavde
rs=ra(s—a)

odnosno, zbog P =rs,
P

“sa
Sada ¢emo dokazati nekoliko jednakosti u vezi ry, rp, re i iz njih izvesti neke
podjedice.
Primjer 1. U svakom trokutu vrijedi jednakost
ra+rp,+rc=4R+r, (2
gdiesu R i r polumjeri opisane i upisane kruznice AABC.
Dokaz. 1z (1) imamo:
lfat+rp+rc—r
P P P P
= + + N
s—-a s—-b s-c s
[sS(s—b)(s—c)+s(s—a)(s—c)+s(s—a)(s—b)— (s—a)(s—b)(s— )]
s(s—a)(s—b)(s—c)

= %[s(sfa)(sf b) +s(s—b)(s—c)+s(s—a)(s—c) — (s—a)(s—b)(s— ¢)]

la

= %<233—a32—b32—632+ab0)= %[233—32(a+b+0)+abc]

abc
=5 =R
odakle dijedi (2).
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Podljedica 1. 1z poznate Eulerove ngjednakosti R > 2r, imamo 4R+r > 9r, odnosno
9 . .
AR+ r < ER’ teiz (2) dobivamo
9
9r<ra+rb+rC<ER (3)

Jednakost u (3) vrijedi akoi samoakoje R=2r <= r,=rp, =rc, tj. ako i samo ako
je trokut jednakostranican.

Primjer 2. U svakom trokutu vrijedi jednakost
(9C-(y-T @

Dokaz. Zbog (1) imamo

P
fa_s-a_ S _ Ta ,_ S ,_ &
r P s—a r s—a s—a’
s
te analogno
b e . c
r s—b r s—¢C
Sada dobivamo
la o re abc
G- -1 -1)= 5—a)(s_b)(s-0
abcs

~ Ss—a)(s—b)(s—c)
_4RPs _4Rs 4Rs 4R

p2 P rs

Podljedica 2. 1z Eulerove nejednakosti R > 2r dlijedi ge > 8 paiz (4) dobivamo

(2 ({290

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je R=2r <= r, =1, = f¢, tj. ao je trokut
jednakostranican.

Primjer 3. U svakom trokutu vrijedi jednakost

alra+r)+b(rp+r)+c(re+r) =4Rs. (5)
Dokaz. 1z (1) imamo
ra+r_i+E: 2s—a b+c
s—a s s(s— a) s(s—a)’
te analogno
n+r=~P cra re+r=~P- ath
s(s—b)’ s(s—c)
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Sada je

ara+1) +b(ry+1) +c(rc +1) = PEET;) ’ Zgﬁsg ngg)}

alb+c)(s—b)(s—c)+b(c+a)(s—a)(s—c)+cla+b)(s—a)(s—b)
' s(s—a)(s—b)(s—c)

= %{ab[(sf b)(s—c¢)+ (s—a)(s—c)] +bc[(s—a)(s—c) + (s—a)(s— b)]
+cal(s—b)(s—c)+ (s—a)(s—b)]}
= %{ab[(s— c)(2s—b—a)] + bc[(s— a)(2s— c—b)] + ca[(s— b)(2s— c— a)]}

—pP

= I%[abc(s— ¢) + abc(s — a) + abc(s — b))

= @[35— (a+b+c) = 4RP -s=4Rs.
P P
Posjedica 3. KoristeCi ngjednakosti Mitrinovica s < @? i s> 3v/3r imamo
nejednakosti
R
3V3r <s< @
a odavde

12V/3Rr < 4Rs < 6V/3R%.
Sada iz (5) dobivamo
12V/3Rr < a(fa+r) +b(rp + 1) + c(re + 1) < 6V3R?,
gdje jednakost vrijedi akoi samoakoje R=2r <= ra=r,=1r¢, tj.a=b=c.
Primjer 4. U svakom trokut vrijedi jednakost

a b? c? R

Sy — =T 1),

Molc fcla lalb
Dokaz. Sadike 1iz AAEl, vidimo

(04
ra:S'tg§7

(6)

te analogno
rb:s~tgg i rC:s-tgg.

Zato koristeci teorem o0 sinusima imamo

2 & a B Y

a2 IR Sin? :4R2-4sm ECOSZECOSECOSE
B, v By
sztgztg2 s?smzsm2

i % cosZ . % osP cos?

4R?sin 2cos2 4Rc052coszcosz.

- By
SZSIHZSIHZ
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Nadalje,

a+b+c
2

- R(Zsin

(sno+sinf +siny)

R
+B - B Y Y
5 cos > +298n 2cosz)

= ZR[s;in(E - Z) cos 2P + ZSin(E - Lﬁ) cos 2}

2 2 2 2 2
- B oa+p
— 2R 2
(cos 5 cos 5 +2C0s———cos 2)

a—p a+p

S +cos— )

a7ﬁ+a+[3 a—-pf oa+P

2 2
2

_ Y cos® cos(_ B = % osP cos?

74Rcoszcoszcos< 2)74Rcos2coszcosz.

= 2Rcos - 5 (cos

Y 2 2
= 2Rcos = - 2cos cos
2 2

Dakle,
B v

o
4Rcos§ cosE cosE =s. (8)

Sada iz (7) i (8) dobivamo

2 aRsin? & cos &
-z 2 ©
o inP sn?

s-sinsn2

i analogno
Y 2V
b2 B 4Rsn 2cos2 i c2 4Rsin 2

0st

rfa  s.5nlsn? Talo B
! S- sm—sm—

2 272

(10)

Nakon zbrajanja (9) i (10), dobivamo

o .
a2 b2 C2 4R sm COS— SIiN® — COosS
S= — 4+ — 4+ — 2 2 + “
fofc  Tefa  Talb S Bi?  snZtsn 5

smismi
4R 4R(sm3%cos 3 +sm3gcosg +sin3gcosg)

N o . B . vy
.4Rsin=snZsn%
s s;lnzsmzsun2

B [(s—¢o(s—a) _ v _ [(s—a(s—b)
- ca SN = ab
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dobivamo

2E§nzﬁgnzz _(s—b)(s—0) (s—c)(s—a) (s—a)(s—b)

sin

2 2 2 bc ca ab
(s—a)?*(s—b)*(s—c)?
- a2b2c? ’
a odavde

PZ

in%gnPgny_(-)(s-b(s—¢c) s P _rs 1

Shsn5sns = abc TARP  Z4Rs 4Rs 4R’
_arsnZ%snPgn?

r_4Rsm25|n25|n2. (12)

1z (11) i (12) dijedi

8R2(sin2gsina+sinzgsin[3+sin2gsiny)

S= 2 =
8R? 17 1-cosa 1—-cosf . 1— cosy
j;f‘( ——— +snp ‘————E;———‘+'Sr17~ ____5;___4%)
4R?
?{smoc+smﬁ+smy)—}(sn2a+sn2B+sm2y)}
ﬁ(ifﬁ)
s \R R/’
jer je A
. . : c 1
sna+snf+siny = ﬁ+ﬁ+ﬁq 2R(a+b+c)
te
sin2c+sn2f +sin2y =4sino -sinf -siny
_4. 2. b ¢
2R 2R 2R
_abe _ aRP
2R 2R3
2P 2rs
“"RTR

Najzad dobivamo

S=4($ - 1).

R
Podjedica 4. 1z Eulerove nejednakosti R > 2r, tj. — > 2 te 4(7 — 1) >4, iz

jednakosti (6) dobivamo
& b c?
—t—+—2>4
lbfc  Tcla  Talb

pri Cemu jednakost vrijedi akoi samoakoje R=2r <= ra=r,=r1, <= a=b=c.
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Primjer 5. Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je r +ry +rp + rc = 2S.
Dokaz. 1° Ako je trokut pravokutan, tada je

at+b-c
=— =2R.
r 5 c
Iz (2) imamo
a+rp+re=4R+r.
Zato je

r+ra+rp+rce=r+4R+r=2r+4R=a+b-c+2c=a+b+c=2s

2° Dokazat ¢emo i obrat ove tvrdnje, tj. ako vrijedi r +ry +rp + rc = 2s, tada je
trokut pravokutan. 1z (2) imamo
r+ra+rp+rc=2s = r+r+4R=2s = r+2R=s

c
= (s—c)tgngSiTy:s

Y
oy . . 293 2t .
Uz supstituciju th =1, imamo siny = 7= 11e te dalje redom:
1 2
(s—ot+c ertt =S

(2s—c)t? —2st+¢c=0
28t(t—1) —c(t?—1)=0
(t—1)(2st—ct—c)=0
t—1=0 ili (2s—cit=c,
tj.
c
T 23s-c

=1 ili t

Zatp =1, 1. tg L) dijedi v = 90° Sto znaCi da je trokut pravokutan s pravim
kutom pri vrhu tog trokuta.

Za tgg = %: imamo:
Y Y
tz— c 2Rsiny B ZSIHECOSE
92 arb 2R@Snatsnf) L, a+B__a—P
2 2
int cost inY cost int
_ sin 0052 _ 51n2cos2 _ sm2
. Y oa—f Y o—B o—pB’
sm(90 2)cos 5 coszcos > cos >
j.
Y
sin =
Y _ 2 (sn ¥
5= ——52p ) (n570)
cosT
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4 a—p % ia_ﬁ = v=+(ax—f).

N

Moze hiti:

v=a-pf = a=f+y = a=90,
ili

y=B-o = B=o+y = B=90°
U svakom sluCaju trokut je pravokutan.

Napomena 1. Nakon duljeg ratunanja pokazuje se da je jednakost r + 2R = s, gdje
je
abc

R=——
4p

)
P
r:g7

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c) = %\/Z(azb2 + b2c? + c2a2) — (a* + b* + )
ekvivalentna jednakosti
(@ +b? — ) (b? + 2 — a®)(c? + a® — b%) =0,
a odavde dijedi
a?+b>—c?=0 ili b*+c—a?=0 ili ®+a’—b>=0,
tj.
a+bP=c il b*+cf=2a® ili *+a*="b’
&o znati da je trokut pravokutan s pravim kutom pri vrhu C ili pri vrhu A ili pri vrhu
B.

Napomena 2. Buduti dajer+ra+r,+rc. =28 < r+2R=s, prime 5
mozemo iskazati u obliku: Trokut je pravokutan ako i samo ako je r + 2R =s.

Navodimo jos niz zanimljivih jednakosti u trokutu.

1 1 1 1
L =+—+==12,

la 'y Ie r
2. Talp + Iplc + Iefa = &2,
3. rarpfc = sP,
4, ra+rp= Gl - c:irc(raJrrb),

r rc S
5. (ra+rp)(rp + re)(re + ra) = 4R,
6. 12+ r2+r12=(4R+r)? - 28,
o101 1 ¢-2 R
12 Tz p2 '
b

8 rafr:ara,rbfr*%,rc— = de
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9. arag + brp +cre = 2s(2R—r),
a b c 2
100 —+—+4+—=—-(4R+r),
ra rb rc S
11. arprc + brare + crarp = 2P(4R+ 1),

12. @%ry + brp + c?re = 4s(R—r),

13. ar2 4 br2 4 cr2 = 25(8R? + 2Rr — &%),
14, @%r2 + b2 + cr2 = 2s°(8R? + 12 — &%),
15. ararp + brpre + crera = s(s? — r2 — 4Rxr),
fa o T AR+T1)2+¢

Ta fo e (AR+D°+S

16. — = ,
a b ¢ 4Rs
7 L1 1 S+rP—8Rr
“ar, brp  cre 4Rsr2
a? b

18. —+ —+ — =4(R+r),
la Mo e
19 el Dbtle fetla S
c a b r

4R
20. ra+r1p= %rarb,

2rar 2rar 2rpr
1. hc: ab,hb: ac,ha: bc,
la+Tp la+rc My +rc

1 1 1 1
2. — 4+ — 4+ — ==
g he T
a b c 22R—r
23. _2+_2+_2:¥,
rg  rg o ré s
ab bc ac AR +r1\2
24 =4 =4 2 — 1 ( i )
lalp I'plc lalc

A |

25 = +
"2 2 2
re rg o rg
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