Jedan teorem u vezi sa Siljastokutnim trokutom i njegova primjena

Sefket Arslanagic?

U ovom prilogu éemo dokazati jednu zanimljivu tvrdnju koja vrijedi za Siljastokutni
trokut te dati nekoliko primjera njezine primjene. Ona glasi:
U Siljastokutnom trokutu ABC &iji je ortocentar tocka H, radijusi opisane i upisane
mu kruznice R i r, vrijedi jednakost
|AH| + |BH| + |CH| = 2(R+ ). (1)

Neka je trokut ABC Sljastokutan. |z pravo-
kutnog trokuta ACC; imamo

_AG| _ |AG
coso = AC b
a odavde zbog b = 2Rsinf3
cosa = IACy|
2Rsinf
ili
5 4 ¢ ¢ AC
Sika 1. 2Rcosa = sin;' (2

U pravokutnom trokutu ABA; je BAA; = 90° — 3, a kako je 4C;AH = JBAA;,
iz pravokutnog trokuta AC;H dobivamo

|AC,|
cosJC;AH = A
odnosno AC
o 1
00S(90° — B) = T
a odavde
|ACy1| = |AH|sinS. 3
Sadaiz (2) i (3) dijedi:
|AH| = 2Rcoso. 4
Analogno dobivamo i djedete jednakosti
|BH| = 2Rcosf3, (5
i
|CH| = 2RcosY. (6)
Nakon zbrajanja jednakosti (4) —(6), dobivamo
|AH| + |BH| + |CH| = 2R(cos o + cosf + cosy). (7
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Koristit cemo dvije poznate trigonometrijske jednakosti

cosoc+cos[3+cosy:1+4sin%singsing (8)

o By T
sn29n29n2—4R. (9)

Sada iz (8) i (9) dobivamo jednakost
coso + cosP + cosy = 1+ LR (10)

Konatno iz (7) i (10) imamo
|AH| 4 |BH| + |CH| = 2(R+ ),
a ovo je jednakost (1) koju je trebalo dokazati. [

Sada ¢emo dati nekoliko podjedica ove jednakosti. Prvo ¢emo dati dva zanimljiva
dokaza poznate Eulerove nejednakosti

R>2r. (11)
. abc . P - -
Dokaz 1. Kako je R = ) ir= 5 gdje je P povrSina trokuta ABC, a
a+b+c .
s= — poluopseg tog trokuta, imamo
R>2r
abe P
4P S
PZ
< abc> 8- <
< abc>8- S(s— a)(s; b)(s=¢) (Heronova formula)
b+c—a a+c—b a+b-c
> 8. . .
<= abc>8 5 5 5
< abc> (b+c—a)(a+c—b)(a+b-c). (12)

Da bismo dokazali nejednakost (12), uvest ¢emo supstituciju a =y +z, b = z+ x,
c=X+VY, (X, ¥, z>0).

Sada iz ngjednakosti (12) dobivamo njoj ekvivalentnu
(X+Y)(y+2)(z+X) > 8xyz (13)

Iz ngjednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivha broja imamo
redom djedete nejednakosti:

X+y +z Z+X

2w i e va

¢ijim mnoZzenjem dobivamo (13).
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Dokaz 2. Iskoristit ¢emo poznatu nejednakost izmedu aritmetiCke i harmonijske
sredine za tri pozitivna broja x;, X2, X3!

X1+ X2 + X3 3
3 Z1 1 1
X

X1

X3

1 1 1
= tXetX)|—+t—+=]=9
X1

X2 X3
Uvedimo supstituciju x; =

fa, Xo = Ip, X3 = rc, gdje su ra, rp, re radijus pripisanih
kruznica trokuta ABC. 1z gornje ngjednakosti dobivamo

1 1 1
(ra+rb+rc)( +—+—> > 0. (14)

fa T [I¢

. P P P 1 1 1
Kakojera = , T = e = ==+ + —, dobivamo jednakosti:
s—a s—b S—C I rq rp fr¢
fa+rp+rc=4R+r, (15)
Falb + Fofc + fefa = S, (16)
Falpfc = IS (17)
Sada iz (14) —(17) redom dobivamo

(4R+r)% 29 < R>2r
OcCigledno vrijedi jednakost u (11) ako i ssmo ako je a=b=—c (ili ra=rp =r¢), tj.
ako i samo ako je trokut jednakostranicni.
Napomena 1. Vi%e raznih dokaza (osim gornja dva) moze se nati u [1]—[4].
Sada iz jednakosti (1) i nejednakosti (11) imamo ove dvije podjedice:
Posljedica 1.

|AH| + |BH| + |CH| < 3R (18)
Posljedica 2.

|AH| + |BH| + |CH| > 6r (19)

Jednakosti u (18) i (19) vrijede ako i samo ako je R = 2r, tj. ako i samo ako je trokut
jednakostranicni.

Koriste€i ove podjedice dokazimo jos neke zanimljive nejednakosti:

AH|? BH|? CH|? 3612
a) [AH] + [BH] + | | > (20)
s—a Ss—b Ss—cC S
AH|?  |BH]? |CHJ? _ 18r2
b) [AH] + [BH] + | | > (21)
a b c s
0 |AH|tga + [BH|tg B + |CH|tgy < 3RV3.

Dokaz. a) |z Cauchy-Schwarzove nejednakosti imamo redom:

(AH+BH+CH)2:<\/Aia Js—a+ |BH| Vs bt ICHI \/—C>
(e e
&o je zbog (19) ekvivalentno s (20).

A
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b) Kao pod &) imamo:

2
(art -+ enl + o2 = (22 va+ B B4 (9 )

Va Vb Ve
AH[?2  |BH|> |CH[?
< (BE+ R+ B ) var + B+ e
&o je zbog (19) ekvivalentno s (21).
) 1z (4) dijedi
|AH|tg o = 2Rcosatgo = 2Rsino = a.
Analogno je

|IBH|tg3 = b, [CH|tgy = c.
Zbrajanjem ovih jednakosti imamo
|AH|tgo + |BH|tg B + |CH|tgy = 2s. (23)
Kako je
2s=2R(sino + sinB + siny) < 3RV3
(vidi npr. [4]), dobivamo traZzenu nejednakost.
U sva tri ducaja jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranicni.
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