ViSe dokaza jedne geometrijske tvrdnje

Sefket Arslanagic?, Alija Muminagié

Korisnije je rijesiti jedan isti zadatak na nekoliko razicitih nacina nego rijesiti
nekoliko zadataka — svaki na samo jedan nacin.

Ako se jedan isti zadatak rijeS na razne nacCine, moze se usporedivanjem rjeSenja
utvrditi koje je od njih krate, efektnije, elegantnije. Na taj nacin se stiCe i izgraduje
vjestina rjeSavanja zadataka.

W W. Sawyer, Prelude to Mathematics

U ovom clanku ¢emo dati vise dokaza jedne geometrijske tvrdnje o konveksnom
Cetverokutu. Zato ¢emo Korigtiti vide vaznih teorema iz planimetrije i trigonometrije te
vektorski racun. Dokazimo sljedetu tvrdnju.

Ako su u konveksnom Cetverokutu ABCD zbrojevi kvadrata duljina dviju nasuprotnih
stranica jednaki, tj.
|AB|2 + |CDJ|? = |BC|* + |AD|?,
onda su dijagonale tog Cetverokuta medusobno okomite, tj. AC 1 BD.
Zarjesenja ovog zadatka koristit ¢emo djedetu lemu.

Lema. Ako su a, b, c duljiine stranica trokuta ABC, onda vrijedi:
a) a®> = b?> + ¢ = AABC je pravokutan;

b) a® < b? + ¢ = AABC je $ljastokutan;

c) a® > b? +c® = AABC je tupoktan.

Dokaz 1. Promatrat cemo sljedeta dvasducga: 1. AABC je Sljastokutan i 2. AABC
je tupokutan.

1. Nekaje a=|BC|, b=|AC| i c = |AB|, a h = |CD] je visina trokutaiz vrha C
na stranicu AB tog trokutai m= |AD|, |BD| = ¢ —m (slika 1). 1z Pitagorinog poucka
za ABCD imamo & = h? + (c— m)?, aiz AACD: h2 = b? — n?, paje

a? =Db? —n? + (c— m)?
ili
a?=b%+c - 2cm. (1)
C
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Sika 1. Sika 2.

1 Autor jeizvanredni profesor u miru na Prirodosl ovno-matematickom fakultetu u Saragjevu;
e-posta: asefket@pmf.unsa.ba
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2. 1z Pitagorinog poucka za ABCD (dlika 2) imamo
&’ =hg+ (c+mp’,
aiz AACD:
h2 = b2 — e,
paje
a2 = b?> — m? + (c+ m)?
ili
a’ = b%>+ ¢® + 2cm. (2)
Jednakosti (1) i (2) su u planimetriji poznate kao Carnotov teorem?.

Sada iz (1) dijedi a? < b? + ¢?, za §ljastokutan AABC, aiz (2) a%> > b? +c? za
tupokutan AABC.

Za pravokutan AABC, tj. o = 90° je m= 0 paiz (1) i (2) dijedi a®> = b® + ¢
(Pitagorin poucak), gdje je a hipotenuza, a b i ¢ njegove katete.

Dokaz 2. Koristit €emo kosinusov poucak za AABC, tj.
a? = b? + ¢ — 2bccosor. (3
Ako je o Siljasti kut, tadaje —2bccosa < 0, paiz (3) dijedi
b? + ¢ — 2bccoso < b? + ¢2,
odnosno
a? < b?+c
Ako je o tupi kut, tada je —2bccosa > 0, paiz (3) dijedi
b? + c? — 2bcosa > b? + ¢,
odnosno
a? > b*+
Ako je o pravi kut, tada je coso = 0, te —2abcosa = 0, paiz (3) dijedi
a?=b? + ¢
Sada ¢emo prikazati nekoliko razlicitih dokaza dane tvrdnje na pocetku.
Dokaz 1. Primjenjujuci danu lemu, tj. jednakosti (1) i (2) na ABDC i AABD (dika
3), redom dobivamo:
|BC| + |AD|? = (|CDJ|? + |BD|? — 2|BD| - |DF|) + (|BD|? + |AB|2 — 2|BD| - |BE|)
— |CD|? + |ABJ? + 2/BD|(|BD| — |DF| — |BE|)
= |CD|? + |ABJ? — 2|BD| - |EF]|,

a odavde zbog |BC|2 + |AD|? = |AB|? + |CD|?, imamo 2|BD| - |[EF| = 0, odnosno zbog
IBD| >0, |EF| =0, tj. E=F, &0 znati daje AC L BD.

3 Carnot Lazare Nicolas (1753.—1823.), francuski matematicar.
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Sika 3. Sika 4.

Dokaz 2. Ovdje temo koristiti indirektan dokaz. Pretpostavimo da dijagonale AC i
BD Cetverokuta ABCD nisu okomite. U tom slu€aju je jedan od kutova kojeg zatvaraju
te dijagonale tupi, a drugi Sljasti (slika 4).

Neka je tocka S presietna tocka njegovih dijagonalai neka je ASB = 4CSD = ¢
tupi kut. Tada je SASD = 4BSC = 6 Siljasti kut.

Nekaje |AB| =a, |[BC| =b, |CD|=c, |AD|=d, |AS =X, [BS=m, [C] =V
|IDS| = n. Podto su trokuti ABS i CDS tupokutni, a trokuti ADS i BCS &iljastokutni, iz
leme imamo

2>m+x i >4y
odnosno
bPP<mP+y? i <4+,
a odavde nakon zbrajanja ovih nejednakosti:
A+ >m 4+’ + x4y
odnosno
b2+ d? < mP 4+ n? + % +y?,
tj.
b2+ d? <mP4n®+x2+y* <a+c
&0 nije moguce zbog danog uvjeta a2 + ¢ = b? + d?.

Dakle, pretpostavka da dijagonade AC i BD nisu okomite nije ispravna, pa je
AC | BD.

Dokaz 3.

Neka je ACNBD = {S} i ¥ASB = 4DSC = ¢
(dika 5). Primjenjuju¢i kosinusov poucak na trokute
DSC, ABS, DAS, BCS dobivamo:

ICD[? = IDS* + |CS* — 2|DS - |CS| cos g,
|AB|2 = |AS]? 4 |BS]” — 2|AS - |BS]| coso,
|AD|? = |AS? + |DS? — 2|AS - |DS| cos(180° — @),
odnosno
|AD|? = |AS? + |DS? 4 2|AS| - DS cos @,
IBC|? = |BS2 + |CS2 + 2|BS - |CS]| cos¢.

Iz danog uvjeta |ABJ?> + |CD|?> = |BC|? + |ADJ?, iz
gornjih jednakosti dobivamo
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(IAS - [BY +[DS - |CS + |AY| - [DS + |BY - [CS]) cosg = O,
a odavde cosp = 0, tj. ¢ =90° ili AC L BD.
Sada €emo dokazati da u danoj tvrdnji vrijedi i obrat tvrdnje, tj.

AC L BD = |AB|? + |CD|* = [BC|* + |AD|%.

Dokaz. Neka u konveksnom Cetverokutu ABCD
vrijedi AC L BD i ACNBD = {S} (dika 6). Trokuti
ABS, BCS, CDS, DAS su pravokutni pa koristeCi
Pitagorin poucak, dobivamo D B

|AB|* + |CDJ? = (|AS? + |BS?) + (ICS* + |DS?)

= (|AS? + IDSP) + (IBS? +|CS?)
= |AD[? + |BCP2,

U , , , , Sika 6.
|AB| + |CD|* = |BC|“ + |AD|-.

Sada danu tvrdnju mozemo formulirati kao jedan teorem:

Teorem. U konveksnom Eetverokutu ABCD je |AB|? + |CDI|? = |BC|? + |AD|? ako i
samo ako je AC L BD.

Dokaz 4. Ovdje temo koristiti vektorski ratun. Neka je AB =4

. B
i AD =d (dika7). Tadajed=8+b+¢, AC =d+Db i BD = b+ ¢. Sadaimamo
AC-BD = (a+b)(b+¢) =a-b+b-c+4-c+ b (4)
Iz danog uvjeta |AB|? + |CD|? = |BC|? + |AD|? imamo
&> +|¢* = [b* + |df?
t.
& +|e1* = |b” + (@+ b+ 0,

a odavde podlije kvadriranjai sredivanja dobivamo

a-b+b-¢+¢-a+|b?=0. (5)
Iz (4) i (5) imamo
— ==
AC - BD =0,

aodavde AC L BD tj. AC L BD.
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Sika 7. Sika 8.

Dokaz 5. Opet ¢emo koristiti Pitagorin poucak i Cinjenicu da je obodni kut nad
promjerom kruga pravi kut. Nad stranicama AB i AD kap promjerima konstruirajmo
polukruznice ki(M, [IMA]) i kz(N, |NA|). Neka su k3(B,|BC|) i ka(D,|DCJ) kruznice
i neka je kyNks = {F} i kaNky = {E}. 1z uvjeta |AB|? + |CD|? = |BC|? + |DAJ?
dobivamo

|AB|? — |BC|*> = |DAJ? — |CD|%. (6)
U trokutima AFB i AED je JAFB = 90° i JAED = 90° (kao obodni kutovi nad
promjerima kruznica) pa primjenom Pitagorinog poucka u ovim trokutima dobivamo
|AF|? = |AB|? — |BF|? = (zbog |BF| = |BC|) = |AB|? — |BC|?
i
|AE|? = |DA|? — |DE|? = (zbog |DE| = |CD|) = |DAJ*> — |CD/?
paiz (6) imamo
|AF| = |AE|. (7)
Po konstrukciji AE i AF su tangente kruznica ks i ks i zbog (7) dijedi da tocka A
pripada radikalnoj osi kruznica k4 i ks i tako dobivamo AC | BD.

Napomena 1. U matematickoj literaturi se konveksni Cetverokuti Cije su dijagonae
okomite €esto nazivaju ortodijagonalni.

Napomena 2. Podlije pet raznih dokaza dane tvrdnje o konveksnom Cetverokutu,
citirat ¢emo poznatog hrvatskog matematicara (i haiku pjesnika) Vladimira Devidéa
(1925.-2010.): “Na velike se vrhunce koji put mozemo popeti razlicitim padinama
planine, no one koji stignu na vrh obasjava isto Sunce”.
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